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Resumen
La actual expansio´n acelerada del universo sigue siendo un gran misterio para la f´ısica. Varios modelos
se han propuesto para su explicacio´n, entre ellos el de la energ´ıa oscura, que sin embargo posee pro-
blemas tanto de cara´cter teo´rico como experimental. Sin embargo, otras aproximaciones, como la de
las teor´ıas de gravedad modificada son una interesante alternativa para resolver este problema. Moti-
vados en este enfoque realizamos un estudio de los modelos cosmolo´gicos en las teor´ıas f(R) que son
extensiones naturales de la Relatividad General con funciones arbitrarias del escalar de Ricci. Un ca-
p´ıtulo esta dedicado a la obtencio´n de las ecuaciones de campo en el formalismo me´trico de las teor´ıas
f(R), incluyendo la discusio´n sobre los te´rminos de frontera. Aplicamos despue´s tales ecuaciones para
escribir las ecuaciones dina´micas del universo, aceptando para esto la validez del modelo esta´ndar de
la Cosmolog´ıa, es decir, usando como espacio-tiempo el de Robertson-Walker. La aproximacio´n de sis-
tema dina´mico nos permite encontrar criterios de viabilidad para las funciones f(R), exigie´ndoles que
cumplan con una transicio´n de e´poca de dominio de materia, a una de expansio´n acelerada. Centramos
gran atencio´n en el problema de las distancias cosmolo´gicas en teor´ıas f(R), obteniendo expresiones
generales a partir del estudio de la Ecuacio´n de Desv´ıo Geode´sico. Finalmente se muestra la teor´ıa de
perturbaciones lineales y el problema de Cauchy en estas teor´ıas.
xii
Abstract
The actual accelerated expansion of the universe continues being a mystery in physics. Some models
had been proposed for this explanations, among them the dark energy, which however has problems of
experimental character as well as theoretical. Other approximations, like modified gravity theories are
an interesting alternative for this problem. Motivated in this approach we study cosmological models
in f(R) theories which are natural extension of General Relativity with arbitrary functions of the
Ricci scalar. One chapter has dedicated to obtain the modified field equations in the metric formalism
of f(R) theories, including the discussion about boundary terms in the action. Later, we apply these
equations in order to describe the dynamics of the universe, using for this as space-time, the Robertson-
Walker metric. The Dynamical system approach for this equations allow us to find viability criteria for
the functions f(R), demanding them to satisfy a transition between a mater dominated epoch to an
accelerated dominating epoch. We focus our study in the problem of cosmological distances in f(R)
theories, obtaining general expressions from the Geodesic Deviation Equation (GDE). Finally we show
the perturbation theory to first order and the Cauchy problem in these theories.
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Capı´tulo1
Prefacio
D esde el nacimiento de la Relatividad General, que se ha proclamado como la teor´ıa de gravitacio´ncon ma´s aceptacio´n actualmente, se ha buscado una solucio´n que pueda describir la evolucio´n del
universo. El modelo esta´ndar de la cosmolog´ıa esta basado en dos principios fundamentales que nos
dicen que a gran escala el universo es estad´ısticamente homoge´neo e isotro´pico. La solucio´n de las ecua-
ciones de campo de Einstein para un universo que satisface estas condiciones nos conducen a la solucio´n
de Friedmann-Lamaˆıtre-Robertson-Walker (FLRW) [1],[2].
Einstein intento conciliar el modelo de un universo dina´mico introduciendo constante cosmolo´gica Λ
con el fin de tener un universo esta´tico. Sin embargo, desde las observaciones realizadas por Hubble en
1929 que mostraban que las galaxias se alejaban ma´s ra´pido en cuanto mas lejos estuvieran, mostrando
as´ı un universo en expansio´n, los cosmo´logos y la comunidad cient´ıfica adoptaban cada vez ma´s la idea
de un universo dina´mico. Einstein considero entonces la introduccio´n de la constante cosmolo´gica como
el error ma´s grande de su vida.
Hoy en d´ıa sabemos que nuestro universo adema´s de expandirse, lo hace de forma acelerada, esto
gracias al ana´lisis de los para´metros cosmolo´gicos a partir del estudio de Supernovas de tipo Ia (Sn
Ia) [3]. Sin embargo no se ha encontrado una explicacio´n satisfactoria para este hecho. Por otro lado
las observaciones del proyecto Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP), en las anisotrop´ıas
de la Radiacio´n Co´smica de Fondo (CMB), nos predicen que el universo esta compuesto en un 74 % de
una misteriosa forma de energ´ıa, de la cual no conocemos su naturaleza, y un restante 26 % de materia
compuesta en un 22 % por materia oscura y el restante 4 % en materia bario´nica. Este tipo de energ´ıa
lo denominamos energ´ıa oscura. Se pueden proponer 3 modelos para explicar la expansio´n acelerada del
universo: 1. Retomar la idea de la constante cosmolo´gica Λ, 2. Energ´ıa oscura, 3. Gravedad modificada
[4]-[8].
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El modelo de la constante cosmolo´gica provee una explicacio´n para la expansio´n del universo, aun-
que posee dos problemas que han llevado a la comunidad cient´ıfica a buscar nuevas alternativas. A
partir de los datos observacionales se puede estimar un valor para la constante cosmolo´gica, el cual
difiere con valores obtenidos en teor´ıas cua´nticas de campos en 120 o´rdenes de magnitud; este problema
es conocido como problema de la constante cosmolo´gica. Otro problema fundamental es el denominado
problema de coincidencia, y es el por que´ actualmente la densidad de energ´ıa de la constante cosmolo´-
gica es comparable a la de la materia [9].
Los modelos de energ´ıa oscura vienen de suponer una ecuacio´n de estado de la forma w ≡ p/ρ, en
donde p es la presio´n y ρ la densidad de energ´ıa. Para un valor de w < −1/3 se obtiene una expansio´n
acelerada del universo, como lo muestran las ecuaciones de Friedmann; el caso w = −1 corresponde a
un fluido de densidad constante que puede asociarse con la constante cosmolo´gica [6]. Los modelos en
los cuales −1 < w < −1/3 se denominan de Quintaesencia [10].
La tercera posibilidad consiste en ver los te´rminos adicionales en las ecuaciones de campo de Einstein,
que dan la expansio´n acelerada del universo, a modificaciones de la gravedad. Una de estas formulaciones
son las denominadas teor´ıas de gravedad modificada f(R) que surgen de una generalizacio´n de la accio´n
de Einstein-Hilbert con te´rminos adicionales del escalar de curvatura R [11]-[7]. Existen tres versiones
de la gravedad f(R): 1. Formalismo me´trico, 2. Formalismo de Palatini y 3. Formalismo me´trico-af´ın;
estos tres formalismos se diferencian ba´sicamente en las dependencias de los campos de materia con el
tensor me´trico y las conexiones, y tambie´n en la existencia de una conexio´n af´ın en la variedad.
Puesto que estas teor´ıas se pueden ver como extensiones de la Relatividad General, deben producir
los mismos resultados, por ejemplo tener l´ımites Newtonianos correctos a nivel del sistema solar, poseer
un problema de Cauchy bien definido y no sufrir de inestabilidades (en el sector de materia por ejemplo
existe la llamada inestabilidad de Dolgow-Kawasaki [18], existente en algunos modelos propuestos [19];
por otro lado algunos modelos muestran que el universo se acelera por siempre o colapsa en un tiempo
finito, las cuales se estudian en la denominada inestabilidad de De Sitter [20]). Existen varias formas
de la gravedad f(R) que predicen de forma acertada la e´poca de inflacio´n y la expansio´n acelerada del
universo [21].
El objetivo principal del trabajo es obtener modelos cosmolo´gicos en gravedad modificada f(R) que nos
den cuenta de la expansio´n acelerada del universo, y adema´s centrarnos en el problema de las distancias
cosmolo´gicas en gravedad f(R), que es el punto central de la tesis. Se estudiara adema´s la teor´ıa de
perturbaciones cosmolo´gicas (a primer orden) y el problema de Cauchy en f(R). Para esto supondre-
mos de nuevo que el universo es homoge´neo e isotro´pico, y estudiaremos las ecuaciones de Friedmann
modificadas en este formalismo.
3.
Capı´tulo2
Elementos de Relatividad General
“Most of the fundamental ideas of science are essentially
simple, and may, as a rule, be expressed in a
language comprehensible to everyone.”
Albert Einstein.
L a Relatividad General (RG) es la teor´ıa de gravedad ma´s aceptada actualmente. Propuesta porAlbert Einstein en 1916, la Relatividad General explica los feno´menos gravitacionales como conse-
cuencias de la curvatura en el espacio-tiempo generada por el contenido de materia presente. De esta
manera se pudo realizar una transicio´n de la descripcio´n fenomenolo´gica de la gravedad vista como una
fuerza de atraccio´n (Newton) a una propiedad netamente geome´trica del espacio-tiempo (Einstein).
Aunque la RG cuenta con un fundamento observacional que la hace una de las teor´ıas ma´s so´lidas en
f´ısica, la gravedad sigue siendo aun una de las interacciones ma´s enigma´ticas. Nuestro propo´sito en este
cap´ıtulo es introducir muy ra´pidamente los postulados y ecuaciones de la RG, haciendo sin embargo
gran e´nfasis en los principios variacionales de la RG, las cuales sera´n la base fundamental de la tesis.
2.1. Principios de Relatividad General
Como bien es sabido la gravedad fue primeramente descrita por Newton como una fuerza que actu´a a
distancia y que depende principalmente de las masas de los objetos. Esta descripcio´n permitio´ reali-
zar grandes avances en la f´ısica, especialmente en la astronomı´a y condujo a valiosos descubrimientos.
Aunque la descripcio´n Newtoniana de la gravedad permit´ıa explicar feno´menos que hasta el siglo XVII
hab´ıan permanecido son resolver (en especial el movimiento de los astros en el sistema solar, sin contar
la anomal´ıa en la o´rbita de Mercurio, y la ca´ıda de los cuerpos), presentaba algunas fallas, en especial
la imposibilidad de explicar el origen de esa fuerza de atraccio´n inherente a todo cuerpo con masa.
La teor´ıa Newtoniana basa sus leyes en la existencia de los sistemas de referencia inerciales (siendo
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sin embargo la existencia de tales sistemas privilegiados un problema actual en f´ısica), tiene un gran
problema cuando su fuerza de atraccio´n es considerada, pues presupone una interaccio´n a distancia
con una velocidad de informacio´n infinita. Esto llevo a Einstein en 1905 a postular la Teor´ıa de la
Relatividad Especial (RE) basada en los siguientes postulados [22]:
1. Las leyes de la f´ısica son independientes del sistema de referencia inercial.
2. La velocidad de la luz c en el vac´ıo es la misma para todos los observadores inerciales, indepen-
diente de la direccio´n de propagacio´n.
El cara´cter fundamental se basa entonces en la constancia de la velocidad de la luz, razo´n por la cual
la teor´ıa gravitacional de Newton deber´ıa ser reformulada. En esto trabajo Einstein entre los an˜os 1905
a 1916 en su Teor´ıa de la Relatividad General (RG). Una de sus bases fundamentales es el denominado
Principio de Equivalencia de Einstein que generaliza el Principio de Equivalencia De´bil 1 y que puede
escribirse como:
Principio de Equivalencia de Einstein: No es posible determinar bajo ningu´n experimento si un objeto
se encuentra en ca´ıda libre en un campo gravitacional uniforme g o si esta en un movimiento uniforme-
mente acelerado con aceleracio´n a = g.
En donde g es la aceleracio´n del campo gravitacional. La idea de Einstein fue´ entonces ver la tra-
yectoria de part´ıculas en ca´ıda libre y ver a que efecto se debe su aceleracio´n. El cambio fundamental
es el de transformar el concepto de fuerza de atraccio´n al de deformacio´n (o mejor curvatura) del
espacio-tiempo, y as´ı una part´ıcula no experimenta una aceleracio´n por la fuerza sino una trayectoria
en geode´sicas en un espacio-tiempo curvo. El ente que realiza esta curvatura en el espacio-tiempo es
cualquier forma de materia-energ´ıa, de modo que siguiendo [23]: La curvatura le dice a la materia como
moverse, pero la materia le dice al espacio como curvarse.
2.2. Postulados y Formulacio´n Matema´tica de la Relatividad General
Daremos entonces un repaso de los elementos ba´sicos de la RG siguiendo [23]-[30]. Si bien Einstein
logro´ encontrar una teor´ıa geome´trica de la gravitacio´n, su construccio´n se basa en postulados, que sin
embargo fueron desarrollados buscando que las ecuaciones dina´micas den los l´ımites correctos (gravedad
Newtoniana y Relatividad Especial). El primer postulado se basa en la descripcio´n del espacio-tiempo:
Postulado 1: El espacio-tiempo esta´ descrito por un par (M,g) siendoM una variedad 4-dimensional
y g una me´trica Lorentziana sobre M.
La curvatura en la variedad esta descrita por el tensor de curvatura de Riemann R, que en componentes
1La equivalencia entra masa inercial y masa gravitacional de un cuerpo.
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puede escribirse como
Rαβγδ = ∂γΓ
α
δβ − ∂δΓαγβ + ΓαγσΓσδβ − ΓασδΓσγβ, (2.1)
con Γαβγ las conexiones (o s´ımbolos de Christoffel)
Γαβγ =
1
2
gασ
[
∂γgσβ + ∂βgσγ − ∂σgβγ
]
, (2.2)
en donde gαβ son las componentes del tensor me´trico. Una restriccio´n fundamental que se impone sobre
la variedad M en RG es que sea libre de torsio´n, lo cual se basa en el siguiente teorema [31]
Teorema 2.2.1 (Teorema Fundamental de la Geometr´ıa Riemanniana). En una variedad Riemanniana
(M,g), existe una u´nica conexio´n sime´trica Γαβγ que es compatible con la me´trica g. Esta conexio´n es
llamada la conexio´n de Levi-Civita.
La condicio´n de que la variedad sea libre de torsio´n se satisface exigiendo que el tensor de torsio´n de
Cartan Sαβγ sea nulo
Sαβγ ≡ Γα[βγ] = 0, (2.3)
y la relacio´n entre la conexio´n Γαβγ y la me´trica g se obtiene imponiendo que la derivada covariante de
la me´trica sea nula
∇γgαβ = 0, (2.4)
con la definicio´n usual para la derivada covariante
∇γTα1,··· ,αrβ1,···βs = ∂γT
α1,··· ,αr
β1,···βs + Γ
α1
γσT
σ,··· ,αr
β1,···βs + · · ·+ ΓαrγσT
α1,··· ,σ
β1,···βs − Γσγβ1T
α1,··· ,αr
σ,···βs
− · · · − ΓσγβsTα1,··· ,αrβ1,···σ . (2.5)
El postulado de conservacio´n de energ´ıa juega un papel fundamental en RG.
Postulado 2: Conservacio´n local de la energ´ıa: Existe un tensor sime´trico Tαβ = Tαβ(ψ) = Tβα
que es funcio´n de los campos de materia ψ y sus derivadas tal que :
i. Tαβ = 0 sobre U ⊂M si y so´lo si ψi = 0 para todo i sobre U .
ii. ∇βTαβ = 0.
Finalmente, se encuentra el postulado de las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales nos van a dar
las relaciones entre la geometr´ıa (curvatura) con los campos de materia:
Postulado 3: La me´trica sobre la variedad espacio-tiempo (M,g) esta determinada por las ecuaciones
de campo de Einstein
Rαβ − 1
2
Rgαβ = κTαβ, (2.6)
siendo Rαβ el tensor de Ricci (Rαβ = R
η
αηβ), R el escalar de curvatura (R = g
αβRαβ), Tαβ el tensor
de energ´ıa-momentum, y κ = 8piG, G la constante de gravitacio´n universal y usamos unidades de c = 1.
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Si definimos el tensor de Einstein Gαβ como
Gαβ ≡ Rαβ − 1
2
Rgαβ, (2.7)
entonces se tiene una restriccio´n geome´trica
∇βGαβ = 0. (2.8)
ecuacio´n conocida como Identidad de Bianchi.
El movimiento de una part´ıcula es descrito por su trayectoria en el espacio-tiempo, xα(λ), donde λ
es un para´metro. Una part´ıcula libre, i.e., una part´ıcula sobre la que no se ejerce fuerza alguna (otra
diferente de la gravedad), satisface la ecuacio´n de la geode´sica, la cual se escribe
V µ∇µV ν = 0, (2.9)
donde V µ = dx
µ
dλ es el vector tangente a la trayectoria. Esta ecuacio´n puede escribirse en la forma
conocida
d2xγ
dλ2
+ Γγαβ
dxα
dλ
dxβ
dλ
= 0. (2.10)
La expresio´n aplica para los siguientes casos:
Part´ıculas con masa, en cuyo caso usualmente se toma como para´metro λ el llamado tiempo
propio tal que el correspondiente vector tangente V α esta´ normalizado: gαβV
αV β = −1.
Part´ıculas sin masa, en particular el foto´n, en cuyo caso el vector tangente, usualmente denotado
por kα es nulo, i.e., gαβk
αkβ = 0.
Las ecuaciones de campo de Einstein nos determinan entonces la me´trica dado un contenido de materia-
energ´ıa, y las ecuaciones del potencial gravitacional Newtoniano (la ecuacio´n de Poisson) se encuentra
como un l´ımite de tales ecuaciones. La relatividad especial es entonces un caso particular de la relatividad
general, para la cual M es una variedad conformalmente plana y g = η con η el tensor de Minkowski.
2.2.1. Principio Variacional en Relatividad General
Un problema que enfrento´ Einstein despue´s de escribir su Teor´ıa de la Relatividad General fue el de
encontrar sus ecuaciones de campo a partir de un lagrangiano y una principio variacional δS = 0 con S
expresando la accio´n total. Einstein y Hilbert encontraron, de manera independiente, la accio´n asociada
al campo gravitacional, la cual es denominada como la accio´n de Einstein-Hilbert. En te´rminos esta´
SEH , el te´rmino de frontera de Gibbons-York-Hawking SGYH (el cual fue introducido para relajar las
condiciones de frontera como veremos ma´s adelante) [32],[33], y la accio´n asociada con todos los campos
de materia SM , la accio´n total se puede escribir como [25]:
S =
1
2κ
(
SEH + SGYH
)
+ SM , (2.11)
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donde
SEH =
∫
V
d4x
√−gR, (2.12)
SGYH = 2
∮
∂V
d3y ε
√
|h|K, (2.13)
aqu´ı V es un hipervolumen en M, ∂V su frontera, h el determinante de la me´trica inducida, K es la
traza de la curvatura extr´ınseca sobre la frontera ∂V, y ε es igual a +1 si ∂V is como de tiempo y −1 if
∂V es como es espacio (se asume que ∂V no es nulo en alguna parte). Las coordenadas xα son usadas
para la regio´n finita V y yα para la frontera ∂V. Vamos a obtener ahora las ecuaciones de campo de
Einstein variando la accio´n con respecto a gαβ. Fijamos tal variacio´n a la condicio´n [24],[25]
δgαβ
∣∣∣∣
∂V
= 0, (2.14)
es decir, la variacio´n de la me´trica se anula en la frontera ∂V. Usamos ahora los siguientes resultados
[25],[28]
δgαβ = −gαµgβνδgµν , δgαβ = −gαµgβνδgµν , (2.15)
δ
√−g = −1
2
√−ggαβδgαβ, (2.16)
δRαβγδ = ∇γ(δΓαδβ)−∇δ(δΓαγβ), (2.17)
δRαβ = ∇γ(δΓγβα)−∇β(δΓγγα). (2.18)
Daremos a continuacio´n un detallado repaso de los principios variacionales en RG siguiendo para esto
[24],[25]. La variacio´n del te´rmino de Einstein-Hilbert es
δSEH =
∫
V
d4x
(
Rδ
√−g +√−g δR). (2.19)
Ahora con R = gαβRαβ, tendremos que la variacio´n del escalar de Ricci es
δR = δgαβRαβ + g
αβδRαβ. (2.20)
usando la identidad de Palatini (2.18) podemos escribir [28]
δR = δgαβRαβ + g
αβ
(∇γ(δΓγβα)−∇β(δΓγαγ)),
= δgαβRαβ +∇σ
(
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ)
)
, (2.21)
donde hemos usado la compatibilidad me´trica ∇γgαβ ≡ 0 y renombramos algunos ı´ndices mudos.
Reemplazando estos resultados para las variaciones en la expresio´n (2.19) tenemos
δSEH =
∫
V
d4x
(
Rδ
√−g +√−g δR),
=
∫
V
d4x
(
−1
2
Rgαβ
√−g δgαβ +Rαβ
√−gδgαβ +√−g∇σ
(
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ)
))
,
=
∫
V
d4x
√−g
(
Rαβ − 1
2
Rgαβ
)
δgαβ +
∫
V
d4x
√−g∇σ
(
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ)
)
. (2.22)
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Denotando el te´rmino de divergencia por δSB,
δSB =
∫
V
d4x
√−g∇σ
(
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ)
)
, (2.23)
definimos
V σ = gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ), (2.24)
de modo que el te´rmino de frontera se puede escribir como
δSB =
∫
V
d4x
√−g∇σV σ. (2.25)
Usando el teorema de Gauss-Stokes [25],[28]∫
V
dnx
√
|g|∇µAµ =
∮
∂V
dn−1y ε
√
|h|nµAµ, (2.26)
donde nµ es un vector normal unitario a ∂V. Usando esto podemos escribir (2.25) como el siguiente
te´rmino de frontera
δSB =
∮
∂V
d3y ε
√
|h|nσV σ, (2.27)
con V σ dado en (2.24). La variacio´n δΓσβα se obtiene usando que Γ
σ
βα es el s´ımbolo de Christoffel
{σ
βα
}
Γαβγ ≡
{α
βγ
}
=
1
2
gασ
[
∂βgσγ + ∂γgσβ − ∂σgβγ
]
, (2.28)
obteniendo
δΓσβα = δ
(
1
2
gσγ
[
∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα
])
,
=
1
2
δgσγ
[
∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα
]
+
1
2
gσγ
[
∂β(δgγα) + ∂α(δgγβ)− ∂γ(δgβα)
]
. (2.29)
De la condiciones de frontera δgαβ = δg
αβ = 0 la variacio´n (2.29) es
δΓσβα
∣∣∣
∂V
=
1
2
gσγ
[
∂β(δgγα) + ∂α(δgγβ)− ∂γ(δgβα)
]
, (2.30)
y
V µ
∣∣∣
∂V
= gαβ
[
1
2
gµγ
[
∂β(δgγα) + ∂α(δgγβ)− ∂γ(δgβα)
]]− gαµ[1
2
gνγ∂α(δgνγ)
]
, (2.31)
podemos escribir
Vσ
∣∣∣
∂V
= gσµV
µ
∣∣∣
∂V
= gσµg
αβ
[
1
2
gµγ
[
∂β(δgγα) + ∂α(δgγβ)− ∂γ(δgβα)
]]
(2.32)
− gσµgαµ
[
1
2
gνγ∂α(δgνγ)
]
,
=
1
2
δγσg
αβ
[
∂β(δgγα) + ∂α(δgγβ)− ∂γ(δgβα)
]− 1
2
δασg
νγ
[
∂α(δgνγ)
]
,
= gαβ
[
∂β(δgσα)− ∂σ(δgβα)
]
. (2.33)
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Ahora evaluamos el te´rmino nσVσ
∣∣
∂V usando para esto que
gαβ = hαβ + εnαnβ, (2.34)
entonces
nσVσ
∣∣∣
∂V
= nσ(hαβ + εnαnβ)[∂β(δgσα)− ∂σ(δgβα)],
= nσhαβ[∂β(δgσα)− ∂σ(δgβα)], (2.35)
donde usamos la parte antisime´trica de εnαnβ con ε = nµnµ = ±1. Ahora, sabiendo que δgαβ = 0 en
la frontera tendremos que hαβ∂β(δgσα) = 0 [25]. Obtenemos finalmente
nσVσ
∣∣∣
∂V
= −nσhαβ∂σ(δgβα). (2.36)
De modo que la variacio´n del te´rmino de Einstein-Hilbert es
δSEH = 2
∫
V
d4x
√−g
(
Rαβ − 1
2
Rgαβ
)
δgαβ −
∮
∂V
d3y ε
√
|h|hαβ∂σ(δgβα)nσ. (2.37)
Como podemos observar, si fijamos δgαβ = 0 existe un termino de frontera adicional. En la mayor´ıa de
textos tal te´rmino se anula argumentando flujos nulos en el infinito; otro argumento es el de fijar tanto
la variacio´n de la me´trica como su primer derivada a ser nulas sobre la frontera, es decir, δgαβ = 0 y
∂γδgαβ = 0. Aunque este u´ltimo argumento nos conduce directamente a las ecuaciones de campo de
Einstein (pues la contribucio´n en la frontera es automa´ticamente cero), implica fijar dos condiciones
en la variacio´n. Para evitar esto Hawking, York y Gibbons introdujeron un te´rmino de frontera que
permite tener un problema variacional bien definido con solo δgαβ = 0. Es importante recalcar que
aunque la accio´n total se vea modificada por te´rminos adicionales sobre la frontera, las ecuaciones de
campo obtenidas son las mismas.
Consideramos entonces la variacio´n del te´rmino de frontera de Gibbons-York-Hawking
δSGYH =
∮
∂V
d3y ε
√
|h|δK. (2.38)
Usando la definicio´n de la traza de la curvatura extr´ınseca [25]
K = ∇αnα,
= gαβ∇βnα,
= (hαβ + εnαnβ)∇βnα,
= hαβ∇βnα,
= hαβ(∂βnα − Γγβαnγ), (2.39)
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la variacio´n es
δK = −hαβδΓγβαnγ ,
= −1
2
hαβgσγ
[
∂β(δgσα) + ∂α(δgσβ)− ∂σ(δgβα)
]
nγ ,
= −1
2
hαβ
[
∂β(δgσα) + ∂α(δgσβ)− ∂σ(δgβα)
]
nσ,
=
1
2
hαβ∂σ(δgβα)n
σ. (2.40)
Esto viene de la variacio´n δΓγβα evaluada en al frontera, y del hecho que h
αβ∂β(δgσα) = 0, h
αβ∂α(δgσβ) =
0. Entonces tenemos para la variacio´n del te´rmino de frontera
δSGYH =
∮
∂V
d3y ε
√
|h|hαβ∂σ(δgβα)nσ. (2.41)
Vemos que este te´rmino cancela exactamente la contribucio´n en la frontera proveniente de la accio´n de
Einstein-Hilbert. Ahora, si tenemos una accio´n de materia definida por
SM =
∫
V
d4x
√−gLM [gαβ, ψ], (2.42)
donde ψ denota todos los campos de materia. La variacio´n de esta accio´n toma la forma
δSM =
∫
V
d4x δ(
√−gLM ),
=
∫
V
d4x
(
∂LM
∂gαβ
δgαβ
√−g + LMδ
√−g
)
,
=
∫
V
d4x
√−g
(
∂LM
∂gαβ
− 1
2
LMgαβ
)
δgαβ, (2.43)
como es usual, definimos el tensor de energ´ıa-momentum por
Tαβ ≡ −2∂LM
∂gαβ
+ LMgαβ = − 2√−g
δSM
δgαβ
, (2.44)
entonces:
δSM = −1
2
∫
V
d4x
√−gTαβδgαβ, (2.45)
imponiendo que las variaciones totales permanezcan invariantes con respecto a δgαβ, podemos escribir
finalmente
1√−g
δS
δgαβ
= 0,=⇒ Rαβ − 1
2
Rgαβ = κTαβ, (2.46)
que corresponden a las ecuaciones de campo de Einstein (2.6).
2.2.2. Relatividad General a la Palatini
Un me´todo alternativo para encontrar las ecuaciones de campo fue introducido por Palatini en 1919.
Su formulacio´n consiste en tratar la me´trica gαβ y la conexio´n Γ
α
βγ como dos campos independientes.
Para esto definimos entonces un tensor de Ricci Rαβ definido por
Rαβ = Rηαηβ = ∂ηΓηαβ − ∂βΓηηα + ΓηησΓσβα − ΓησβΓσηα, (2.47)
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y el escalar de Ricci como R = gαRαβ. La accio´n de Palatini puede escribirse como
SP =
1
2κ
∫
V
d4x
√−gR+ SM , (2.48)
con SM siendo nuevamente la accio´n asociada a los campos de materia (2.42). Usando los resultados
(2.16) y (2.21) asumiendo que la conexio´n es independiente podemos escribir para la variacio´n con
respecto a gαβ
δSP =
1
2κ
∫
V
d4x
(
Rαβ
√−gδgαβ − 1
2
Rgαβ
√−g δgαβ
)
− 1
2
∫
V
d4x
√−gTαβδgαβ,
=
∫
V
d4x
(
Rαβ − 1
2
Rgαβ − κTαβ
)√−gδgαβ, (2.49)
e imponiendo que la accio´n sea invariante con respecto a δgαβ obtenemos que
1√−g
δSp
δgαβ
= 0,=⇒ Rαβ − 1
2
Rgαβ = κTαβ, (2.50)
que corresponden a las ecuaciones de campo de Einstein. Consideramos ahora la variacio´n con respecto
a Γαβγ usando para esto la identidad de Palatini (2.18)
δSP =
1
2κ
∫
V
d4x
√−ggαβ(∇γ(δΓγβα)−∇β(δΓγγα)), (2.51)
integrando por partes, y tomando en cuenta que δΓαβγ = 0 en al frontera, de modo que te´rminos lineales
en δΓαβγ son cero, podemos escribir
δSP = − 1
2κ
∫
V
d4x
(∇γ(√−ggαβ)δΓγαβ −∇β(√−ggαβ)δΓγγα),
δSP = − 1
2κ
∫
V
d4x
(∇γ(√−ggαβ)−∇σ(√−ggασ)δβγ )δΓγαβ, (2.52)
imponiendo de nuevo que esta variacio´n sea invariante con respecto a δΓαβγ tendremos
δSp
δΓαβγ
= 0,=⇒ (∇γ(
√−ggαβ)δΓγαβ −∇σ(
√−ggασ)δβγ
)
= 0, (2.53)
tomando la traza de esta expresio´n tenemos
∇γ(
√−ggαβ) = 0, (2.54)
que es la condicio´n de que la conexio´n sea de Levi-Civita. Con el me´todo de Palatini se recuperan
entonces las ecuaciones de campo y adema´s se obtiene la relacio´n entre la me´trica y la conexio´n.
Las ecuaciones de campo de Einstein (2.6) son entonces el punto de partida para la evolucio´n dina´mica
de las cantidades f´ısicas en un espacio-tiempo.
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Figura 2.1: Desv´ıo Geode´sico.
2.3. Efectos de Curvatura = Ecuacio´n de Desv´ıo Geode´sico
Una forma elegante de observar los efectos de la curvatura en una variedad es a trave´s de la denominada
Ecuacio´n de Desv´ıo Geode´sico [34]. Vamos a continuacio´n a hacer una descripcio´n de tal ecuacio´n
siguiendo [24]-[26]. Sean γ0 y γ1 dos geode´sicas vecinas con para´metro af´ın ν. Introducimos entre las
geode´sicas una familia de geode´sicas que se interpolan con para´metro af´ın s, Figura 2.1. El campo
vectorial V α = dx
α
dν es tangente a las geode´sicas con para´metro af´ın ν, y la familia s tiene a η
α = dx
α
ds
como su campo vectorial tangente. Vamos a derivar la expresio´n para la aceleracio´n del vector desviacio´n
ηα. Para esto consideremos las coordenadas xα0 para la geode´sica γ0 y x
α
1 para γ1. La evolucio´n de la
geode´sica γ0 base viene descrita por la ecuacio´n
d2xα0
dν2
+ Γαβγ
dxβ0
dν
dxγ0
dν
= 0, (2.55)
y sean xα1 = x
α
0 + η
α las coordenadas de la geode´sica vecina, la cual satisface
d2xα1
dν2
+ Γαβγ
dxβ1
dν
dxγ1
dν
= 0. (2.56)
La conexio´n af´ın a primer orden se puede escribir
Γαβγ(x
α
1 ) = Γ
α
βγ(x
α
0 + η
α) ∼= Γαβγ(xα0 ) + ∂σΓαβγ(xα0 )ησ, (2.57)
por otro lado
dxα1
dν
=
dxα0
dν
+
dηα
dν
, (2.58)
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de modo, la ecuacio´n resultante para la ecuacio´n (2.56) es
d2xα0
dν2
+
d2ηα
dν2
+
(
Γαβγ(x
α
0 ) + ∂σΓ
α
βγ(x
α
0 )η
σ
) dxβ1
dν
dxγ1
dν
∼= 0. (2.59)
Reescribiendo xα0 ≡ xα, Γαβγ(xα0 ) ≡ Γαβγ , tenemos
d2ηα
dν2
+
d2xα
dν2
+
(
Γαβγ + ∂σΓ
α
βγη
σ
)(dxβ
dν
+
dηβ
dν
)(
dxγ
dν
+
dηγ
dν
)
∼= 0, (2.60)
d2ηα
dν2
+
(
d2xα
dν2
+ Γαβγ
dxβ
dν
dxγ
dν
)
+
(
Γαβγ
dxβ
dν
dηγ
dν
+ Γαβγ
dxγ
dν
dηβ
dν
)
+ ∂σΓ
α
βγ
dxβ
dν
dxγ
dν
ησ ∼= 0. (2.61)
El te´rmino del primer pare´ntesis se anula debido a la ecuacio´n geode´sica (2.55). Los dos te´rminos del
segundo pare´ntesis se pueden escribir en un solo te´rmino, debido a la simetr´ıa de la conexio´n, de modo
que
d2ηα
dν2
+ ∂σΓ
α
βγη
σ dx
β
dν
dxγ
dν
+ 2Γαβγ
dηβ
dν
dxγ
dν
= 0. (2.62)
Esta ecuacio´n es posible escribirla de manera ma´s compacta acudiendo al concepto de derivada cova-
riante a lo largo de una curva. Sea Aα un campo vectorial definido sobre una curva cuyo para´metro
af´ın es ν. Al igual que como se define la derivada covariante sobre todo el espacio, la operacio´n definida
como
DAα
Dν
:=
dAα
dν
+ Γαβγ
dxβ
dν
Aγ , (2.63)
define la derivada covariante a lo largo de la curva, con V β = dx
β
dν el vector tangente a la curva. Escrito
de forma ma´s compacta
DAα
Dν
= ∇γAαV γ . (2.64)
Como DA
α
Dν es otro campo vectorial, podemos tomar su derivada covariante a lo largo de esta curva
D2Aα
Dν2
= ∇γ
(
DAα
Dν
)
V γ , (2.65)
utilizando la definicio´n de derivada covariante tenemos
∇γ
(
DAα
Dν
)
= ∂γ
(
dAα
dν
+ ΓασδV
σAδ
)
+ Γαγβ
DAβ
Dν
, (2.66)
entonces
∇γ
(
DAα
Dν
)
V γ = ∂γ
(
dAα
dν
+ ΓασδV
σAδ
)
V γ + Γαγβ
DAβ
Dν
V γ . (2.67)
Por otro lado tenemos que
∂γ
(
dAα
dν
)
V γ =
d
dxγ
(
dAα
dν
)
dxγ
dν
=
d
dν
(
dAα
dν
)
=
d2Aα
dν2
, (2.68)
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de modo que
D2Aα
Dν2
=
d2Aα
dν2
+ ∂γΓ
α
σδV
σV γAδ + Γασδ∂γV
σV γAδ + ΓσδV
σV γ∂γA
δ
+ Γαγβ
(
dAβ
dν
+ ΓβνρV
νAρ
)
V γ . (2.69)
Debido a que V α es el vector tangente a la curva geode´sica, esto es, la derivada covariante de V α a lo
largo de la misma curva del vector tangente es nula, DV
α
Dν = 0, podemos utilizar
∂γV
σV γ = −ΓσνγV νV γ , (2.70)
de esta forma
D2Aα
Dν2
=
d2Aα
dν2
+ ∂γΓ
α
σδV
σV γAδ − ΓασδΓσνγV νV γAδ + ΓασδV σ∂γAδV γ
+ Γαγβ
(
dAβ
dν
+ ΓβνρV
νAρ
)
V γ , (2.71)
Ahora, volviendo a la ecuacio´n (2.62), ecuacio´n para la separacio´n de dos geode´sicas pro´ximas, despe-
jando d
2ηµ
dν2
d2ηα
dν2
= −∂σΓαβγησV βV γ − 2Γαβγ
dηβ
dν
V γ , (2.72)
De esta manera, si consideramos a ηα como el campo vectorial Aα, reemplazando el valor de la derivada
parcial segunda de la ecuacio´n (2.71) y reescribiendo algunos ı´ndices mudos, tenemos
D2ηα
Dν2
= −∂σΓαβγησV βV γ − 2Γαβγ
dηβ
dν
V γ + ∂σΓ
α
βγV
βV σηγ − ΓαβγΓβνρV νV ρηγ
+ ΓαγβV
γ dη
β
dxδ
V δ + Γαγβ
(
dηβ
dν
+ ΓβνρV
νηρ
)
V γ , (2.73)
agrupando te´rminos semejantes
D2ηα
Dν2
= −∂σΓαβγ
[
ησV βV γ − ηγV βV σ
]
+
[
−2Γαβγ
dηβ
dν
V γ + ΓαβγV
γ dη
β
dν
+ Γαβγ
dηβ
dν
V γ
]
− ΓαβγΓβνρηγV νV ρ + ΓαγβΓβνρηρV νV γ , (2.74)
dado que Γαβγ = Γ
α
γβ (torsio´n nula), los te´rminos del segundo pare´ntesis se anulan y
D2ηα
Dν2
= −∂σΓαβγ [ησV γ − ηγV σ]V β − ΓαβγΓβνρ[ηγV νV ρ − ηρV νV γ ], (2.75)
D2ηα
Dν2
= −∂δΓαβγηδV γV β + ∂δΓαβγηγV δV β − ΓασδΓσγβηδV γV β + ΓαγσΓσδβηβV δV γ , (2.76)
donde de nuevo renombramos algunos ı´ndices mudos. Cambiando en el primer te´rmino despue´s de la
igualdad δ ←→ γ, en el tercer te´rmino δ ←→ γ, y en el cuarto te´rmino δ ←→ γ y β ←→ γ, tendremos
D2ηα
Dν2
= −∂γΓαβδηγV δV β + ∂δΓαβγηγV δV β − ΓασγΓσδβηγV δV β + ΓαδσΓσβγηγV βV δ,
= −[∂γΓαβδ + ∂δΓαβγ − ΓασγΓσδβ + ΓαδσΓσβγ ]ηγV δV β, (2.77)
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El te´rmino entre pare´ntesis es el tensor de curvatura de Riemann (2.1), por lo que la ecuacio´n de desv´ıo
geode´sico queda escrita como
D2ηα
Dν2
= −RαβγδV βηγV δ, (2.78)
Esta importante ecuacio´n nos muestra que la aceleracio´n del vector desviacio´n depende del tensor de
Riemann, y por lo tanto da una directa prueba de la curvatura en una variedad. Como es de esperarse
para un espacio-tiempo plano Rαβγδ = 0, y por lo tanto el vector desviacio´n no sufre aceleracio´n. Esta
importante relacio´n nos permitira´ describir todas las propiedades geome´tricas de un espacio-tiempo, y
nos dara´ de una forma elegante las cantidades observacionales (en particular las distancias) [35].
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Capı´tulo3
El Modelo Esta´ndar de la Cosmolog´ıa
“An observer situated in a nebula and moving with the nebula
will observe the same properties of the universe as any other
similarly situated observer at any time. ”
Sir Hermann Bondi, 1948.
L a Relatividad General (RG) es la base para la construccio´n de modelos que describan la evolucio´ndel universo. Despue´s de ser verificada experimentalmente, se empezaron a construir modelos a
partir de las ecuaciones de campo de Einstein. Una vez dado el fracaso del modelo esta´tico de Einstein
motivado por observaciones en el corrimiento al rojo de galaxias, surgieron nuevos modelos basados
en las propiedades estad´ısticas del universo a grandes escalas. El acun˜ado actualmente como modelo
esta´ndar de la cosmolog´ıa reposa sobre dos principios fundamentales: la homogeneidad e isotrop´ıa.
Este universo homoge´neo e isotro´pico descrito por la me´trica de Robertson-Walker y denominado co-
mo el universo de Friedamnn-Lemaˆıtre-Robertson-Walker (FLRW) es la base actual de la cosmolog´ıa
moderna. Aunque es aceptado y varias pruebas experimentales lo soportan, existen varios modelos que
guardan alguna de las propiedades del denominado principio cosmolo´gico, entre ellos los universos de
Bianchi (homoge´neos pero no isotro´picos) y los de Lemaˆıtre-Tolman-Bondi (isotro´picos pero no homo-
ge´nos).
En lo que sigue daremos los elementos ba´sicos del modelo esta´ndar de la cosmolog´ıa centra´ndonos
en sus problemas actuales y en el papel fundamental de la medicio´n de distancias.
3.1. La me´trica de Robertson-Walker y la expansio´n del universo
Como mencionamos anteriormente, el Modelo Esta´ndar de la Cosmolog´ıa esta basado en dos principios:
La homogeneidad e isotrop´ıa del universo. Estos postulados permiten escribir el elemento de l´ınea en
18
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Figura 3.1: Geometr´ıa espacial del Universo.
un universo maximalmente sime´trico por medio de la me´trica de Robertson-Walker [2],[36], la cual esta
dada por
ds2 = −dt2 + a2(t)
[
dr2
1− kr2 + r
2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2
]
, (3.1)
siendo a(t) el factor de escala y k un para´metro que nos dice si la geometr´ıa del universo es plana
(k = 0), esfe´rica (k = 1) o hiperbo´lica (k = −1), Figura 3.1. La variedad ahora esta representada
por una foliacio´n M = Σ× R en donde Σ representa una tri-variedad maximalmente sime´trica y R la
coordenada temporal del espacio-tiempo. El principio cosmolo´gico permite adema´s escribir el tensor de
energ´ıa-momentum en la forma de un fluido perfecto
Tαβ = (ρ+ p)uαuβ + pgαβ, (3.2)
siendo p la presio´n del fluido, ρ la densidad de energ´ıa y uα la cuadrivelocidad de los observadores
fundamentales. Las ecuaciones de campo de Einstein sin constante cosmolo´gica para la me´trica (3.1)
con el tensor de energ´ıa-momentum (3.2) son
H2 =
(
a˙
a
)2
=
κ
3
ρ− k
a2
, Componente temporal (3.3)
y
a¨
a
= −κ
6
(
ρ+ 3p
)
, Componentes espaciales (3.4)
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en donde definimos el para´metro de Hubble como H ≡ a˙a . La conservacio´n de energ´ıa, expresada por la
ecuacio´n ∇βT 0β = 0 se escribe para esta me´trica como
d
dt
(
ρa3
)
+ p
d
dt
(
a3
)
= 0. (3.5)
Para resolver estas ecuaciones es necesario conocer una relacio´n entre la presio´n p y la densidad de
energ´ıa ρ. La forma ma´s usual es considerar una ecuacio´n de estado de la forma [36]
p = wρ, (3.6)
con w un para´metro, que a lo ma´s puede depender del tiempo w = w(t). Al conjunto de ecuaciones
(3.3)-(3.5) se les conoce como ecuaciones de Friedmann-Lemaˆıtre, y junto con la ecuacio´n de estado (3.6)
determinan el modelo cosmolo´gico. Los modelos ma´s trabajados son los de polvo (w = 0) y radiacio´n
(w = 1/3), los cuales dan cuenta de la evolucio´n del universo. Sin embargo, hoy en d´ıa sabemos que
nuestro universo se expande de forma acelerada. De esta manera surgen los modelos de constante
cosmolo´gica, que tratan de explicar esa expansio´n introduciendo formas exo´ticas de energ´ıa. Para que
tengamos un universo en expansio´n se necesita que a¨ > 0, y a partir de la ecuacio´n (3.4), junto con la
ecuacio´n de estado (3.6), se llega a que w < −1/3. Los modelos con ecuaciones de estado de esta forma
se denominan de Quintaesencia [4]. El caso con w = −1 se obtiene suponiendo en la ecuacio´n (3.5) que
la densidad es constante, lo que nos lleva a una ecuacio´n de estado de la forma
p = −ρ, (3.7)
es decir, una ecuacio´n de estado con presio´n negativa. A esta forma de energ´ıa que reproduce una presio´n
negativa se le conoce como energ´ıa oscura. Podemos entonces asociar una densidad, que llamaremos
densidad de energ´ıa del vac´ıo relacionada con la constante cosmolo´gica por la relacio´n [9]
ρΛ =
Λ
κ
, (3.8)
que se puede obtener si introducimos el termino asociado a la constante cosmolo´gica en la ecuacio´n
(2.6)
Rαβ − 1
2
Rgαβ = κTαβ + Λgαβ. (3.9)
Estas ecuaciones de campo nos conducen a la siguiente ecuacio´n de Friedmann
H2 =
κ
3
ρ− k
a2
+
Λ
3
, (3.10)
definimos los para´metros cosmolo´gicos por las siguientes relaciones
Ωm =
κρ
3H2
, ΩΛ =
Λ
3H2
, Ωk = − k
a2H2
, (3.11)
con lo cual la ecuacio´n primera ecuacio´n de Friedmann se escribe como
Ωm + ΩΛ + Ωk = 1, (3.12)
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Figura 3.2: Regiones de coincidencia para los para´metros ΩΛ y Ωm (Perlmutter et al, (1999)) [3].
llamada como la regla de suma co´smica. Observaciones con supernovas de tipo Ia (Sn Ia) muestran que
los valores actuales de estos para´metros son [3],[37],[38]
Ωm ≈ 0.28, ΩΛ ≈ 0.72, Ωk ≈ 0. (3.13)
La figura 3.2 muestra las regiones de coincidencia en un plano de ΩΛ y Ωm a partir del cual se pueden
estimar las cotas para los anteriores para´metros. La contribucio´n al para´metro de curvatura Ωk es nulo
y ΩΛ + Ωm = 1. Por otro lado, gracias al estudio de la Radiacio´n Co´smica de Fondo (CMB) por medio
del proyecto Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP), se demuestra que el contenido actual
de materia en el universo esta compuesto en un 72.1 % de energ´ıa oscura, un 23.3 % de materia oscura
y un restante 4.6 % de materia ordinaria (o mejor llamada bario´nica)1 [37].
As´ı pues nos encontramos actualmente en un universo que se expande aceleradamente y con abun-
dancia de un contenido de materia y energ´ıa que aun desconocemos. Aunque hoy en d´ıa se maneja
el modelo ΛCDM (constante cosmolo´gica + materia oscura fr´ıa), se tienen sin embargo indicios que
1Obtenidos tambie´n de http://map.gsfc.nasa.gov/.
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nos llevan a desechar la constante cosmolo´gica. Dados los valores para los para´metros cosmolo´gicos se
puede dar una aproximacio´n, al menos en o´rdenes de magnitud, para la densidad de energ´ıa relacionada
del orden de 2 × 10−10 erg/cm3. Sin embargo a nivel de teor´ıas cua´nticas la energ´ıa del punto cero de
los campos, la cual se puede asociar a la constante cosmolo´gica, es del orden de 2 × 10110 erg/cm3.
Esta diferencia de 120 ordenes de magnitud para los valores experimentales y teo´ricos para la constante
cosmolo´gica es el conocido problema de la constante cosmolo´gica. Otro problema fundamental es el de-
nominado problema de coincidencia, y es el porque actualmente la densidad de energ´ıa de la constante
cosmolo´gica es comparable a la de la materia [9].
Es por estos problemas y la imposibilidad de dar una explicacio´n razonable a la energ´ıa oscura que
se han propuesto teor´ıas alternativas para explicar la actual expansio´n acelerada del universo. Una
de ellas es considerar teor´ıas de gravedad de alto orden, en las cuales se pueda ver tal expansio´n co-
mo resultado de te´rminos adicionales en las ecuaciones de campo de Einstein, debidos solamente a
contribuciones geome´tricas.
3.2. Distancias en el Modelo Esta´ndar
Un aspecto fundamental en el modelo esta´ndar de la cosmolog´ıa se refiere a la medicio´n de distancias.
Como veremos tal medicio´n depende de la me´trica usada y tambie´n del contenido de materia en el uni-
verso. Como vimos anteriormente, las ecuaciones de Friedmann dependen principalmente de la forma
de las ecuaciones de campo, de modo que las expresiones para las distancias dependera´n finalmente de
la forma de la me´trica y las ecuaciones de campo usadas.
Las observaciones astrono´micas esta´n basadas en la radiacio´n que viaja a trave´s del espacio-tiempo
y que llegan a nosotros a trave´s de geode´sicas nulas. En el caso del universo de FLRW es posible
escoger geode´sicas radiales, por lo que para estas geode´sicas ds2 = dθ = dφ = 0, y por lo tanto
0 = −dt2 + a2(t)dr2. De aqu´ı se sigue que la radiacio´n emitida en un punto E y recibida en otro punto
O obedece las siguientes relaciones
r =
∫ O
E
dr =
∫ tO
tE
dt
a(t)
=
∫ aO
aE
da
a(t)a˙(t)
, (3.14)
con a˙(t) = da(t)dt .
3.2.1. Redshift
Vamos a considerar un pulso de luz que se emite en n punto E y llega a un punto O. Definimos 1 + zc,
siendo zc el redshift cosmolo´gico, como la razo´n entre la longitud de onda medida por el observador O,
λO y la longitud de onda emitida en E, λE . Dado que la longitud de onda es inversamente proporcional
al per´ıodo entonces
(1 + z) =
λ0
λE
=
∆T0
∆TE
. (3.15)
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Podemos interpretar el per´ıodo ∆T como el tiempo entre cresta y cresta de la onda de luz. Ahora los
periodos ∆T0 y ∆TE se relacionan con el factor de escala por [39],[40]
∆T0
a(t0)
=
∆TE
a(tE)
, (3.16)
de esta manera
(1 + z) =
λ0
λE
=
a(t0)
a(tE)
, (3.17)
en donde a(t0) es el taman˜o del universo en el tiempo en el que la luz del objeto es observada, y a(te)
es el taman˜o en el tiempo en que la luz fue emitida.
Si consideramos que a(t0) corresponde al factor de escala evaluado actualmente de modo que pode-
mos fijar a(t0) = 1 y con a(t) el redshift evaluado en algu´n tiempo co´smico correspondiente a un
redshift z, la expresio´n anterior se reduce a la relacio´n conocida
a(t) =
1
1 + z
. (3.18)
3.2.2. Distancia Como´vil χ(z)
Para escribir las distancias de forma general vamos primero a escribir la ecuacio´n de Friedmann (3.10)
considerando la densidad ρ compuesta por una contribucio´n de materia ρm y otra de radiacio´n ρr
H2 =
κ
3
(ρm + ρr)− k
a2
+
Λ
3
, (3.19)
estas contribuciones satisfacen las ecuaciones de estado pm = 0 y pr =
1
3ρr, de modo que las densidades
de materia y radiacio´n satisfacen
ρm ∝ a−3, ρr ∝ a−4, (3.20)
relaciones que se deducen a partir de la ecuacio´n de conservacio´n (3.5). Podemos escribir entonces el
para´metro de Hubble de la siguiente forma
H2(a) = H20
(
Ωm0a
−3 + Ωr0a−4 + Ωk0a−2 + ΩΛ
)
, (3.21)
siendo H0 el valor actual para el para´metro de Hubble y definimos adema´s las siguientes cantidades
Ωm0 ≡ κρm
3H20
, Ωr0 ≡ κρr
3H20
, Ωk0 = − k
H2a2
, ΩΛ ≡ Λ
3H20
. (3.22)
Podemos escribir el para´metro de Hubble en funcio´n del redshift usando (3.18)
H2(z) = H20
(
Ωm0(1 + z)
3 + Ωr0(1 + z)
4 + Ωk0(1 + z)a
2 + ΩΛ
)
, (3.23)
con estas cantidades definimos la distancia como´vil χ(z) como
χ(z) =
∫ z
0
dz′
H(z′)
. (3.24)
Esta distancia es la ma´s fundamental en cosmolog´ıa, pues como veremos las otras relaciones esta´n
derivadas en funcio´n de e´sta.
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Figura 3.3: Distancia diametral angular.
3.2.3. Distancia Como´vil (transversal) dM(z)
Se define la distancia como´vil transversa dM por las relaciones
dM (z) =

1
H0
√|Ωk| sinh[√ΩkH0χ(z)], Ωk > 0,
χ(z), Ωk = 0,
1
H0
√|Ωk| sin[√−ΩkH0χ(z)], Ωk < 0,
(3.25)
esta distancia tambie´n es conocida como distancia de movimiento propio definida como la razo´n entre
la velocidad transversal y el movimiento propio [1].
3.2.4. Distancia Diametral Angular dA(z)
La distancia diametral angular dA es definida como la razo´n del dia´metro propio de un objeto D con
su dia´metro angular aparente δ (en radianes), Figura 3.3.
dA =
D
δ
, (3.26)
de la me´trica de Robertson-Walker (r = cte y ϕ = cte), el dia´metro propio de la fuente con ∆θ = δ es
D = a(t1)r1δ, (3.27)
de modo que la distancia diametral angular queda
dA = a(t1)r1. (3.28)
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Esta distancia esta relacionada con la distancia como´vil transversa por
dA =
dM
(1 + z)
, (3.29)
de modo que usando la expresio´n (3.25) tendremos
dA(z) =
1
1 + z

1
H0
√|Ωk| sinh[√ΩkH0χ(z)], Ωk > 0,
χ(z), Ωk = 0,
1
H0
√|Ωk| sin[√−ΩkH0χ(z)], Ωk < 0,
. (3.30)
3.2.5. Distancia de Luminosidad dL(z)
Finalmente la distancia de luminosidad dL esta definida por la relacio´n entre el flujo de una fuente F
y su luminosidad L
dL =
√
L
4piF . (3.31)
La relacio´n de la distancia de luminosidad con la distancia como´vil transversal y la distancia diametral
angular por
dL = (1 + z)dM = (1 + z)
2dA, (3.32)
de modo que
dL(z) = (1 + z)

1
H0
√|Ωk| sinh[√ΩkH0χ(z)], Ωk > 0,
χ(z), Ωk = 0,
1
H0
√|Ωk| sin[√−ΩkH0χ(z)], Ωk < 0,
. (3.33)
Las relaciones anteriores para las distancias nos permiten comparar entonces las observaciones con los
modelos teo´ricos, y en especial determinar los valores de los para´metros cosmolo´gicos.
3.3. Ecuacio´n de Desv´ıo Geode´sico en FLRW
Una forma muy elegante de tratar el problema de distancias en cosmolog´ıa (y en general todas las
propiedades del espacio-tiempo), es a trave´s de la EDG. Daremos entonces a continuacio´n un repaso de
la EDG en el universo FLRW siguiendo [35],[39].
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El punto fundamental es relacionar las cantidades geome´tricas de las ecuaciones de campo (el ten-
sor de Ricc Rαβ y el escalar de curvatura R) con el tensor de energ´ıa-momentum Tαβ. Para esto vamos
a considerar la siguiente descomposicio´n del tensor de Riemann en sus partes libres de traza y con traza
[24],[41]
Rαβγδ = Cαβγδ +
1
2
(
gαγRδβ − gαδRγβ + gβδRγα − gβγRδα
)− R
6
(
gαγgδβ − gαδgγβ
)
, (3.34)
en donde Cαβγδ es el denominado tensor de Weyl. A partir del elemento de l´ınea (3.1) se muestra que
el tensor de Weyl es nulo para universos homoge´neos e isotro´picos Cαβγδ = 0.
2 A partir del tensor de
energ´ıa-momentum (3.2) podemos obtener su traza
T = 3p− ρ. (3.35)
y de las ecuaciones de campo de Einstein (con constante cosmolo´gica)
Rαβ − 1
2
Rgαβ + Λgαβ = κTαβ, (3.36)
podemos escribir el escalar de curvatura R y el tensor de Ricci Rαβ como
R = κ(ρ− 3p) + 4Λ, (3.37)
Rαβ = κ(ρ+ p)uαuβ +
1
2
[
κ(ρ− p) + 2Λ]gαβ, (3.38)
de modo que reemplazando estos resultados en (3.34) obtenemos
Rαβγδ =
1
2
κ(ρ+ p)[gαγuβuδ − gαδuβuγ + gβδuαuγ − gβγuαuδ]
+
1
3
(κρ+ Λ)[gαγgβδ − gαδgβγ ]. (3.39)
Si el campo vectorial V α esta´ normalizado, VαV
α = , tenemos
RαβγδV
βV δ =
1
2
κ(ρ+ p)[gαγuβuδV
βV δ − gαδV δuβuγV β]
+
1
2
κ(ρ+ p)[gβδV
βV δuαuγ − gβγV βV δuαuδ] + 1
3
(κρ+ Λ)[gαγgβδV
βV δ − gαδgβγV δV β],
de donde obtenemos finalmente que
RαβγδV
βV δ =
1
3
(κρ+ Λ)[gαγ − VαVγ ] + 1
2
κ(ρ+ p)[(uβV
β)2gαγ − 2(Vβuβ)u(αVγ) + uαuγ ], (3.40)
subiendo el primer ı´ndice del tensor de Riemann
RαβγδV
βV δ =
1
3
(κρ+ Λ)(δαγ − V αVγ) +
1
2
κ(ρ+ p)[(Vβu
β)2δαγ − (Vβuβ)uαVγ − (Vβuβ)V αuγ ], (3.41)
2En universos con anisotrop´ıas, como por ejemplo los de Bianchi, el tensor de Weyl es en general no nulo.
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multiplicando por ηγ
RαβγδV
βηγV δ =
1
3
(κρ+ Λ)[δαγη
γ − V α(Vγηγ)] + 1
2
κ(ρ+ p)[(Vβu
β)2δαγη
γ
− (Vβuβ)uα(Vγηγ)− (Vβuβ)V α(uγηγ)] (3.42)
usando ahora que ηαu
α = 0 y ηαV
α = 0 obtenemos finalmente [35]
RαβγδV
βηγV δ =
[
1
3
(κρ+ Λ)+
1
2
κ(ρ+ p)E2
]
ηα, (3.43)
donde E = −Vαuα. Esta es conocida en la literatura como la ecuacio´n de Pirani [42]. Notemos que este
te´rmino fuerza es proporcional al mismo ηα, i.e., de acuerdo con la EDG solo la magnitud η cambia
a lo largo de la geode´sica, mientras que su orientacio´n espacial permanece fija. Consecuentemente la
EDG (2.78) se reducira´ simplemente a una relacio´n diferencial para la cantidad escalar η. Esto refleja la
isotrop´ıa espacial del tensor de curvatura de Riemann alrededor de cada punto en la presente situacio´n.
Consideraremos a continuacio´n dos casos particulares de la GDE que nos permitira´n determinar tambie´n
las distancias cosmolo´gicas en los universos de FLRW.
3.3.1. EDG para Observadores Fundamentales
En este caso, el campo vectorial geode´sico V α es el campo vectorial de la cuadrivelocidad del fluido uα.
El para´metro af´ın coincide con el tiempo propio del observador fundamental, i.e., ν = t. Como estas
son geode´sicas temporales,  = −1 y dado que los campos vectoriales esta´n normalizados, E = 1 y de
la ecuacio´n (3.43) se tiene
Rαβγδu
βηγuδ =
[
1
6
κ(ρ+ 3p) +
1
3
Λ
]
ηα. (3.44)
Si el vector desviacio´n es ηα = `eα, la isotrop´ıa implica que
Deα
Dt
= uβ∇βeα = 0, (3.45)
tenemos adema´s que eαe
α = 1, eαu
α = 0. Con base en esto, segu´n (3.44) y la EDG
D2ηα
Dt2
= −RαβγδV βηγV δ = −
[
1
6
κ(ρ+ 3p)− 1
3
Λ
]
ηα. (3.46)
Dado que la derivada covariante cumple la regla de Leibnitz
Dηα
Dt
=
D
Dt
(`eα) =
D`
Dt
eα + `
(
Deα
Dt
)
=
D`
Dt
eα, (3.47)
D2ηα
Dt2
=
D
Dt
(
Dηα
Dt
)
=
D2`
Dt2
eα +
D`
Dt
Deα
Dt
,
D2ηα
Dt2
=
D2`
Dt2
eα, (3.48)
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de modo que
d2`
dt2
= −
[
1
6
κ(ρ+ 3p)− 1
3
Λ
]
`, (3.49)
Esta es la ecuacio´n de Raychaudhuri [35]. Escojamos entonces ` = a, siendo a el factor de escala de
modo que la ecuacio´n de Raychaudhuri se reduce a
a¨
a
= −κ
6
(ρ+ 3p) +
Λ
3
, (3.50)
que corresponde a la ecuacio´n de Friedmann (3.10). Multiplicamos por aa˙
a¨a˙+
1
6
κ(ρ+ 3p)aa˙− 1
3
Λaa˙ = 0, (3.51)
y usando la ecuacio´n de conservacio´n de la densidad de materia (3.5) podemos escribir 3
κρ˙ = −3 a˙
a
κ(ρ+ p), (3.52)
de esta manera, al considerar la derivada de κρa2
d(κρa2)
dt
= a2κρ˙+ 2aκρa˙,
= a2
(
−3 a˙
a
κ(ρ+ p)
)
+ 2aκρa˙, (3.53)
reorganizando te´rminos
d(κρa2)
dt
= −κ(ρ+ 3p)aa˙. (3.54)
De esta manera, reemplazando (3.54) en (3.51)
a¨a˙− 1
6
d(κρa2)
dt
− 1
3
Λaa˙ = 0, (3.55)
el primer te´rmino se puede escribir como la derivada del cuadrado de la derivada de a(t)
1
2
d
dt
a˙2 − 1
6
d(κρa2)
dt
− Λ
6
d
dt
a2 = 0, (3.56)
escribiendo todo como una sola derivada
d
dt
[
a˙2 − κ
3
ρa2 − 1
3
Λa2
]
= 0, (3.57)
por lo tanto, lo que esta´ dentro del pare´ntesis debe ser igual a una constante −k
a˙2 − 1
3
κρa2 − 1
3
Λa2 = −k, (3.58)
dividiendo por a2 tenemos
H2 =
κ
3
ρ+
Λ
3
− k
a2
, (3.59)
en donde hemos usado de nuevo la definicio´n del para´metro de Hubble H = a˙a . Vemos que podemos
recobrar las ecuaciones dina´micas esta´ndares de los modelos de FLRW a partir de la EDG.
3Escribimos esta ecuacio´n multiplicando a ambos lados por κ = 8piG, la cual no quita generalidad a la expresio´n y se
usa solo por estar de acuerdo con nuestras unidades.
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3.3.2. EDG para Campos Vectoriales Nulos
La EDG para campos vectoriales nulos nos dara´ de forma elegante las ecuaciones diferenciales para las
distancias, pues considera la separacio´n de geode´sicas nulas (rayos de luz o fotones). Debemos considerar
la EDG para campos vectoriales nulos dirigidos al pasado. En este caso V α = kα, kαk
α = 0, k0 < 0. La
ecuacio´n de Pirani (3.43) ahora es
Rαβγδk
βηγkδ =
1
2
κ(ρ+ p)E2ηα, (3.60)
que se denomina Enfocamiento de Ricci. As´ı, si escribimos ηα = ηeα, eαe
α = 1, eαu
α = eαk
α = 0 y
usando una base alineada y propagada paralelamente, δe
α
δν = k
β∇βeα = 0, por la EDG encontramos
d2η
dν2
= −1
2
κ(ρ+ p)E2η. (3.61)
En este caso, todas las geode´sicas nulas dirigidas al pasado o al futuro experimentan enfocamiento si
κ(ρ+ p) > 0 (mientras que el signo de Λ no tiene importancia).
Se pretende obtener la ecuacio´n (3.61) escrita en te´rminos del para´metro no af´ın redshift z. Veamos
como se transforman los operadores diferenciales
d
dν
=
dz
dν
d
dz
, (3.62)
d2
dν2
=
dz
dν
d
dz
(
d
dν
)
,
=
(
dν
dz
)−2[
−
(
dν
dz
)−1d2ν
dz2
d
dz
+
d2
dz2
]
. (3.63)
Para geode´sicas nulas tenemos que
(1 + z) =
a0
a
=
E
E0
−→ dz
1 + z
= −da
a
, (3.64)
con a el factor de escala, y a0 = 1 el valor presente (a0 = 1. Entonces para el caso dirigido al pasado
dz = (1 + z)
1
a
da
dν
dν = (1 + z)
a˙
a
E dν = E0H(1 + z)
2 dν, (3.65)
donde de nuevo usamos la definicio´n para el para´metro de Hubble. As´ı obtenemos
dν
dz
=
1
E0H(1 + z)2
, (3.66)
y
d2ν
dz2
= − 1
E0H(1 + z)3
[
1
H
(1 + z)
dH
dz
+ 2
]
, (3.67)
expresamos dHdz como
dH
dz
=
dν
dz
dt
dν
dH
dt
= − 1
H(1 + z)
dH
dt
, (3.68)
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el signo menos viene de la condicio´n de geode´sicas nulas dirigidas al pasado, cuando z aumenta, ν
disminuye. Usamos tambie´n que dtdν = E0(1 + z). Ahora, de la definicio´n del para´metro de Hubble H
tenemos
H˙ ≡ dH
dt
=
d
dt
a˙
a
=
a¨
a
−H2, (3.69)
de la ecuacio´n de Raychaudhuri (3.50) se obtiene
d2ν
dz2
=
−3
E0H(1 + z)3
[
1 +
1
18H2
(µ+ 3p)− Λ
9H2
]
, (3.70)
y
d2η
dν2
= [EH(1 + z)]2
[
d2η
dz2
+
3
1 + z
(
1 +
1
18H2
(µ+ 3p)− Λ
9H2
)
dη
dz
]
. (3.71)
De esta manera, la ecuacio´n (3.61) se convierte en
(EH(1 + z))2
[
d2η
dz2
+
3
1 + z
(
1 +
1
18H2
(µ+ 3p)− Λ
9H2
)
dη
dz
]
= −1
2
(µ+ p)E2η, (3.72)
dividiendo por E2 y organizando te´rminos
d2η
dz2
+
3
1 + z
[
1 +
1
18H2
(µ+ 3p)− Λ
9H2
]
dη
dz
+
1
2(1 + z)2
1
H2
(µ+ p)η = 0. (3.73)
Si consideramos de nuevo una mezcla no interactuante de materia y de radiacio´n
κρ = 3H20 Ωm0(1 + z)
3 + 3H20 Ωr0(1 + z)
4, κp = H20 Ωr0(1 + z)
4, (3.74)
usemos adema´s la ecuacio´n de Friedmann
H2 = H20
[
Ωm0(1 + z)
3 + Ωr0(1 + z)
4 + ΩΛ + Ωk(1 + z)
2
]
, (3.75)
de modo que la EDG para campos vectoriales nulos es
d2η
dz2
+
4Ωr0(1 + z)
4 + (7/2)Ωm0(1 + z)
3 + 3Ωk0(1 + z)
2 + 2ΩΛ
(1 + z)
(
Ωr0(1 + z)4 + Ωm0(1 + z)3 + Ωk0(1 + z)2 + ΩΛ
) dη
dz
+
2Ωr0(1 + z)
2 + (3/2)Ωm0(1 + z)
Ωr0(1 + z)4 + Ωm0(1 + z)3 + Ωk0(1 + z)2 + ΩΛ
η = 0. (3.76)
La relacio´n de Mattig es obtenida en el caso ΩΛ = 0 y escribiendo Ωk0 = 1 − Ωm0 − Ωr0 con lo cual
obtenemos [35]
d2η
dz2
+
6 + Ωm0(1 + 7z) + Ωr0(1 + 8z + 4z
2)
2(1 + z)(1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z))
dη
dz
+
3Ωm0 + 4Ωr0(1 + z)
2(1 + z)(1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z))
η = 0. (3.77)
Vamos a considerar ahora la relacio´n entre la magnitud del vector desviacio´n η con la distancia diametral
angular. En un espacio-tiempo esfe´ricamente sime´trico, como el modelo FLRW, la magnitud del vector
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desviacio´n η se relaciona con el a´rea propia dA de una fuente a redshift z por dη ∝ √dA, y de esta
expresio´n, la definicio´n de la distancia diametral angular dA puede ser escrita como
dA =
√
dA
dΩ
, (3.78)
con dΩ el a´ngulo so´lido. De modo que la forma de la relacio´n de Mattig es la misma cambiando η por dA
(el factor de proporcionalidad se puede descartar de la ecuacio´n diferencial). As´ı tendremos la siguiente
ecuacio´n diferencial para la distancia diametral angular
d2dA
dz2
+
6 + Ωm0(1 + 7z) + Ωr0(1 + 8z + 4z
2)
2(1 + z)(1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z))
ddA
dz
+
3Ωm0 + 4Ωr0(1 + z)
2(1 + z)(1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z))
dA = 0. (3.79)
Fijando entonces los para´metros cosmolo´gicos y resolviendo esta ecuacio´n diferencial, podemos encontrar
todas las expresiones para las distancias cosmolo´gicas, usando para esto las relaciones existentes entre
ellas (3.30), (3.33).
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Capı´tulo4
Ecuaciones de Campo en Teor´ıas f (R)
“The next case in simplicity includes those manifoldnesses in
which the line-element may be expressed as the fourth-root
of a quartic differential expression”
Bernard Riemann, 1854
A unque la Relatividad General se supone va´lida, y se han probado varias soluciones experimental-mente, desde su ge´nesis se han desarrollado teor´ıas alternativas. En particular, Weyl y Eddington
en 1919 propusieron teor´ıas de gravedad que consist´ıan en lagrangianos cuadra´ticos (proporcionales al
cuadrado del escalar de Ricci), y se han estudiado las soluciones para estos espacio-tiempos, en parti-
cular la de Schwarzschild [43].
El punto de partida fundamental de estas teor´ıas de gravedad modificada consisten entonces en los
lagrangianos y hamiltonianos que describen el campo gravitacional. La primera accio´n como vimos es
la de Einstein-Hilbert
SEH =
∫
V
d4x
√−gR, (4.1)
como mostramos en el Cap´ıtulo 2 las ecuaciones de campo de Einstein se encuentran a partir de un
principio variacional de esta accio´n. La accio´n para una teor´ıa de gravedad cuadra´tica puede entonces
escribirse como [44]
SR2 =
∫
V
d4x
√−g(R+ αR2), (4.2)
en donde α es una constante con que permite tener el lagrangiano en la accio´n con las unidades correc-
tas. Esta accio´n con un lagrangiano cuadra´tico conduce a unas ecuaciones de campo que son de cuarto
orden en la me´trica, lo que conlleva a que surjan nuevos grados de libertad en la teor´ıa. Puede adema´s
pensarse en teor´ıas con lagrangianos compuestos con todos los posibles escalares que pueden obtenerse
a partir del tensor de Riemann y sus derivadas, sin embargo tales teor´ıas poseen el mismo problema de
grados adicionales.
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Despue´s de que Einstein propusiera la RG y Hilbert encontrara el lagrangiano que la describe, Kretsch-
mann [45] propuso una accio´n construida con el escalar RαηγδR
αηγδ en vez del escalar de Ricci, el cual
fue denominado tiempo despue´s como el escalar de Kretschmann
SK =
∫
V
d4x
√−gRαηγδRαηγδ. (4.3)
Puesto que el tensor de Riemann Rαηγδ es el tensor fundamental para la gravitacio´n y el escalar de
Kretschamn es su cuadrado, este lagrangiano parece ser una buena opcio´n; adema´s, esta teor´ıa preserva
las identidades de Bianchi. Sin embargo, la aparicio´n de te´rminos de la forma ∇α∇βRα β(γδ), lo que
conduce a que fijar los elementos de la me´trica, sus primeras, segundas y terceras derivadas, de modo
que la teor´ıa introduce ma´s grados de libertad en comparacio´n con RG. La aparicio´n de estos te´rminos
de cuarto orden en la me´trica se puede evitar considerando el escalar de Gauss-Bonnet [46]
G = R2 − 4RαβRαβ +RαβγδRαβγδ, (4.4)
de modo que la accio´n pueda escribirse como
SG =
∫
V
d4x
√−gG. (4.5)
Existe sin embargo una teor´ıa ma´s general de gravedades modificadas denominadas Teor´ıas de Lovelock
en la cual se da una generalizacio´n del escalar de Gauss-Bonnet [47],[48]. Tales teor´ıas se basan en un
lagrangiano general de la forma
LL =
√−g
∑
n
1
2n
αnδ
β1 β2···β2n
γ1 γ2···γ2n R
β1 β2
γ1 γ2 · · ·Rβ2n−1 β2nγ2n−1 γ2n , (4.6)
en donde δβ1 β2···β2nγ1 γ2···γ2n es la delta de Kronecker generalizada de orden 2n, y αn son constantes.
Otra posibilidad interesante, pero que despue´s de su aparicio´n fue en cierto modo olvidada, son las
teor´ıas C2 siendo C la traza del tensor de Weyl, y denominadas teor´ıas de gravedad conforme, que
tienen la particularidad de ser una teor´ıa localmente invariante, y una de las candidatas para la formu-
lacio´n cua´ntica de la gravedad. Las ecuaciones de campo en esta gravedad conforme fueron publicadas
primeramente en [49] y su estudio se justifica en gran medida por ser una alternativa f´ısicamente viable
a problemas que la RG posee, en particular la hipo´tesis de la materia oscura.
Algunas extensiones de la accio´n de Einstein-Hilbert a modelos con escalares de orden superior son
consideradas en [50]-[52]. Como una extensio´n natural de RG y de las teor´ıas de orden superior surgen
las teor´ıas f(R) que surgen de considerar una funcio´n arbitraria del escalar de Ricci en vez de solamente
el escalar como en el caso de la accio´n de Einstein-Hilbert [11]. En las teor´ıas de gravedad modificada
f(R) debemos distinguir 3 casos diferentes, los cuales nos van a conducir a diferentes ecuaciones de
campo. Estas 3 versiones se pueden resumir en
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1. Formalismo Me´trico: Para este caso escribimos la accio´n como
Smod = Smet + SM (gαβ, ψ), Smet =
1
2κ
∫
V
d4x
√−gf(R), (4.7)
con κ = 8piG. Aqu´ı la variacio´n se hace con respecto a gαβ y ψ denota todos los campos de
materia.
2. Formalismo de Palatini: En este caso la me´trica gαβ y la conexio´n Γαβγ son independientes. Sea
entonces Rαβ el tensor de Ricci construido con la conexio´n independiente y R = gαβRαβ. La
accio´n puede escribirse como
SPal =
1
2κ
∫
V
d4x
√−gf(R). (4.8)
La accio´n total incluye la accio´n asociada a todos los campos de materia, la cual es independiente
de la conexio´n.
3. Formalismo Me´trico-Af´ın: Esta forma es similar a la de Palatini, pero en este caso la accio´n de
materia depende de la conexio´n
SMA =
1
2κ
∫
V
d4x
√−gf(R) + SM (gαβ,Γαβγ , ψ). (4.9)
A continuacio´n mostraremos la obtencio´n de las ecuaciones de campo en los 3 formalismos, dando
especial atencio´n a las ecuaciones de campo en el formalismo me´trico, incluyendo te´rminos de frontera.
4.1. Ecuaciones de Campo en el Formalismo Me´trico
Las ecuaciones de campo en el formalismo me´trico fueron deducidas en [53], e incluyendo te´rminos de
frontera en gravedades de cuarto orden en [54]. El termino similar al de Gibbons-York-Hawking en
teor´ıas f(R) fue explorado en [55], con un principio variacional aumentado en [56], y usando un marco
tensor-escalar en [57]-[60].
Consideramos de nuevo el espacio-tiempo como un par (M, g) conM una variedad cuadri-dimensional
y gαβ una me´trica sobre M. El lagrangiano ahora es una funcio´n arbitraria del escalar de Ricci
L[gαβ] = f(R), de nuevo asumimos que la variedad posee una conexio´n de Levi-Civita, es decir, un
s´ımbolo de Christoffel. La accio´n general que incluye un termino de frontera se puede escribir como [60]
Smod =
1
2κ
(
Smet + S
′
GYH
)
+ SM , (4.10)
con
Smet =
∫
V
d4x
√−gf(R), (4.11)
y el termino del tipo Gibbons-York-Hawking [60]
S′GYH = 2
∮
∂V
d3y ε
√
|h|f ′(R)K, (4.12)
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con f ′(R) = df(R)/dR. De nuevo, SM representa la accio´n asociada con todos los campos de materia
(2.42). Vamos entonces a encontrar las ecuaciones de campo en el formalismo me´trico de gravedad f(R)
siguiendo [61]. Realizamos la variacio´n con respecto al tensor me´trico sujeto a la condicio´n
δgαβ
∣∣∣∣
∂V
= 0. (4.13)
Primero realizamos la variacio´n del te´rmino Smet
δSmet =
∫
V
d4x
(
f(R)δ
√−g +√−g δf(R)), (4.14)
la derivada funcional de f(R) se puede escribir como
δf(R) = f ′(R)δR. (4.15)
Usando la expresio´n para la variacio´n del escalar de Ricci
δR = δgαβRαβ +∇σ
(
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ)
)
, (4.16)
en donde la variacio´n del termino gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ) esta dada en Ape´ndice A. Con este resultado
tendremos
δR = δgαβRαβ +∇σ
(
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ)
)
,
= δgαβRαβ + gµν∇σ∇σ(δgµν)−∇σ∇γ(δgσγ),
= δgαβRαβ + gαβ(δgαβ)−∇α∇β(δgαβ). (4.17)
Con  ≡ ∇σ∇σ y renombramos algunos ı´ndices mudos. Reemplazando estos resultados en la variacio´n
de la accio´n (4.14)
δSmet =
∫
V
d4x
(
f(R)δ
√−g +√−g f ′(R)δR),
=
∫
V
d4x
(
−f(R)1
2
√−g gαβδgαβ + f ′(R)
√−g
(
δgαβRαβ + gαβ(δgαβ)−∇α∇β(δgαβ)
))
,
=
∫
V
d4x
√−g
(
f ′(R)
(
δgαβRαβ + gαβ(δgαβ)−∇α∇β(δgαβ)
)
− 1
2
f(R) gαβδg
αβ
)
. (4.18)
Consideramos ahora las siguientes integrales∫
V
d4x
√−gf ′(R)gαβ(δgαβ),
∫
V
d4x
√−gf ′(R)∇α∇β(δgαβ). (4.19)
Vamos a escribir estas integrales de una forma diferente realizando para esto una integracio´n por partes.
Definimos las siguientes cantidades
Mτ = f
′(R)gαβ∇τ (δgαβ)− δgαβgαβ∇τ (f ′(R)), (4.20)
y
Nσ = f ′(R)∇γ(δgσγ)− δgσγ∇γ(f ′(R)). (4.21)
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La combinacio´n gστMτ +N
σ es
gστMτ +N
σ = f ′(R)gαβ∇σ(δgαβ)− δgαβgαβ∇σ(f ′(R)) + f ′(R)∇γ(δgσγ)− δgσγ∇γ(f ′(R)), (4.22)
en el caso particular f(R) = R, la anterior combinacio´n se reduce a la expresio´n (2.24) con la ecuacio´n
(A.10). Las cantidades Mτ y N
σ nos permiten escribir la variacio´n del termino (4.18) de la siguiente
forma (ver Ape´ndice B)
δSmet =
1
2κ
∫
V
d4x
√−g
(
f ′(R)Rαβ + gαβf ′(R)−∇α∇βf ′(R)− 1
2
f(R) gαβ
)
δgαβ
+
∮
∂V
d3y ε
√
|h|nτMτ +
∮
∂V
d3y ε
√
|h|nσNσ. (4.23)
A continuacio´n estudiaremos la contribucio´n en la frontera (4.23), y mostraremos que este te´rmino se
cancela con las variaciones de la accio´n S′GYH .
4.1.1. Te´rmino de Frontera en el Formalismo Me´trico f(R)
Expresamos las cantidades Mτ y N
σ calculadas en la frontera ∂V. Es conveniente primero expresar estas
cantidades en funcio´n de las variaciones δgαβ. Usando la ecuacio´n (2.15) en (4.20) y (4.21) obtenemos
Mτ = −f ′(R)gαβ∇τ (δgαβ) + gαβδgαβ∇τ (f ′(R)), (4.24)
y
Nσ = −f ′(R)gσµgγν∇γ(δgµν) + gσµgγνδgµν∇γ(f ′(R)). (4.25)
Para evaluar estas cantidades en la frontera usamos el hecho que δgαβ|∂V = δgαβ|∂V = 0, de modo que
los u´nicos te´rminos no nulos son las derivadas de δgαβ en las derivadas covariantes. As´ı tendremos
Mτ
∣∣∣∣
∂V
= −f ′(R)gαβ∂τ (δgαβ), (4.26)
y
Nσ
∣∣∣∣
∂V
= −f ′(R)gσµgγν∂γ(δgµν), (4.27)
Calculamos ahora nτMτ
∣∣
∂V y nσN
σ
∣∣
∂V que son los te´rminos en las integrales sobre la frontera (4.23)
nτMτ
∣∣∣∣
∂V
= −f ′(R)nτ (εnαnβ + hαβ)∂τ (δgαβ),
= −f ′(R)nσhαβ∂σ(δgαβ), (4.28)
donde renombramos el ı´ndice mudo τ . Por otro lado
nσN
σ
∣∣∣∣
∂V
= −f ′(R)nσ(hσµ + εnσnµ)(hγν + εnγnν)∂γ(δgµν),
= −f ′(R)nµ(hγν + εnγnν)∂γ(δgµν),
= −f ′(R)nµhγν∂γ(δgµν),
= 0, (4.29)
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donde usamos que nσh
σµ = 0, ε2 = 1 y el hecho de que la derivada tangencial hγν∂γ(δgµν) se anula.
Con estos resultados la variacio´n de la accio´n Smet es
δSmet =
1
2κ
∫
V
d4x
√−g
(
f ′(R)Rαβ + gαβf ′(R)−∇α∇βf ′(R)− f(R)1
2
gαβ
)
δgαβ
−
∮
∂V
d3y ε
√
|h|f ′(R)nσhαβ∂σ(δgαβ). (4.30)
Procedemos ahora con el termino de frontera S′GYH en la accio´n total. La variacio´n de este te´rmino es
δS′GYH = 2
∮
∂V
d3y ε
√
|h|(δf ′(R)K + f ′(R)δK),
= 2
∮
∂V
d3y ε
√
|h|(f ′′(R)δRK + f ′(R)δK). (4.31)
Usando la expresio´n para la variacio´n de K, ecuacio´n (2.40), podemos escribir
δS′GYH = 2
∮
∂V
d3y ε
√
|h|
(
f ′′(R)δRK +
1
2
f ′(R)hαβ∂σ(δgβα)nσ
)
,
= 2
∮
∂V
d3y ε
√
|h|f ′′(R)δRK +
∮
∂V
d3y ε
√
|h|f ′(R)hαβ∂σ(δgβα)nσ. (4.32)
Observamos que el segundo te´rmino en (4.32) cancela el te´rmino de frontera en la variacio´n (4.30), y
adicionalmente necesitamos imponer δR = 0 en la frontera. Un argumento similar esta dado en [60].
Finalmente, con la variacio´n de la accio´n de materia, dada en (2.45), la variacio´n total de la accio´n en
el formalismo me´trico de gravedad f(R) es
δSmod =
1
2κ
∫
V
d4x
√−g
(
f ′(R)Rαβ + gαβf ′(R)−∇α∇βf ′(R)− 1
2
f(R) gαβ
)
δgαβ
− 1
2
∫
V
d4x
√−gTαβδgαβ. (4.33)
Imponiendo que esta variacio´n sea estacionaria tendremos
1√−g
δSmod
δgαβ
= 0 =⇒ f ′(R)Rαβ + gαβf ′(R)−∇α∇βf ′(R)− 1
2
f(R) gαβ = κTαβ, (4.34)
de modo que las ecuaciones de campo en el formalismo me´trico f(R) son
f ′(R)Rαβ − 1
2
f(R) gαβ + gαβf ′(R)−∇α∇βf ′(R) = κTαβ. (4.35)
Estas ecuaciones son claramente ecuaciones de cuarto orden en la me´trica (por la contribucio´n de
segundas derivadas en R de los operadores  y ∇α∇β). La traza de estas ecuaciones de campo es
f ′(R)R− 2f(R) + 3f ′(R) = κT, (4.36)
en donde podemos observar que a diferencia de la RG, la relacio´n entre R y T pasa de ser una simple
relacio´n algebraica a una relacio´n diferencial para R. Este hecho conlleva a resultados interesantes.
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El teorema de Birkhoff que asegura que la solucio´n de Schwarzschild es la solucio´n ma´s general a las
ecuaciones de campo en el vac´ıo, deja de ser valido en teor´ıas f(R). En RG la relacio´n entre R y T
viene dada por R = −κT , lo que implica que en el vac´ıo las ecuaciones se reducen a R = 0; en este caso
sin embargo si T = 0 no necesariamente se obtiene un escalar nulo.
Es posible escribir las ecuaciones de campo en la forma de las ecuaciones de Einstein con un tensor
de energ´ıa-momentum efectivo compuesto de te´rminos de curvatura. Para esto escribamos la expresio´n
(4.35) en la forma
Gαβ ≡ Rαβ − 1
2
Rgαβ,
=
κTαβ
f ′(R)
+ gαβ
[f(R)−Rf ′(R)]
2f ′(R)
+
[∇α∇βf ′(R)− gαβf ′(R)]
f ′(R)
, (4.37)
o
Gαβ =
κ
f ′(R)
(
Tαβ + T
eff
αβ
)
, (4.38)
donde
T effαβ ≡
1
κ
[
[f(R)−Rf ′(R)]
2
gαβ + [∇α∇β − gαβ]f ′(R)
]
. (4.39)
De esta manera los efectos de la modificacio´n en las ecuaciones de campo se pueden interpretar como
una contribucio´n de un fluido de curvatura correspondiente a te´rminos netamente geome´tricos. Se pue-
de mostrar que este tensor de energ´ıa-momentum efectivo satisface tambie´n una ley de conservacio´n
∇βT eff αβ = 0 [62].
A continuacio´n mostraremos muy resumidamente las ecuaciones de campo en los formalismos de Palatini
y me´trico-af´ın siguiendo [63],[64].
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La idea ba´sica en este formalismo es que el tensor me´trico gαβ y la conexio´n Γ
α
βγ son independientes.
Consideremos entonces Rαβ el tensor de Ricci construido a partir de esta conexio´n independiente y sea
R = gαβRαβ el respectivo escalar de Ricci. Partiendo de la accio´n dada en la ecuacio´n (4.8), y haciendo
las variaciones con respecto a gαβ y Γαβγ , respectivamente, encontramos las ecuaciones
f ′(R)R(αβ) −
1
2
f(R) gαβ = κTαβ, (4.40)
− ∇¯γ
(√−gf ′(R)gαβ)+ ∇¯σ(√−gf ′(R)gσ(α)δβ)γ = 0, (4.41)
con ∇¯γ la derivada covariante definida con la conexio´n independiente, y en donde los ı´ndices entre
pare´ntesis esta´n simetrizados. Tomando la traza de la ecuacio´n anterior se pueden reducir las ecuaciones
a
f ′(R)R(αβ) −
1
2
f(R) gαβ = κTαβ, (4.42)
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∇¯γ
(√−gf ′(R)gαβ) = 0. (4.43)
Consideremos la ecuacio´n (4.43), definamos una me´trica conforme a gαβ de la siguiente forma
hαβ = f
′(R)gαβ, (4.44)
por lo tanto la ecuacio´n (4.43) se escribe como
∇¯γ
(√−hhαβ) = 0, (4.45)
que se puede interpretar como la conexio´n de Levi-Civita para hαβ
Γαβγ =
1
2
hασ
(
∂αhσβ + ∂βhσα − ∂σhαβ
)
(4.46)
=
1
2
1
f ′(R)g
ασ
(
∂α(f
′(R)gσβ) + ∂β(f ′(R)gσα)− ∂σ(f ′(R)gαβ)
)
. (4.47)
Puesto que la traza relaciona R algebraicamente con T , y como tenemos una expresio´n explicita para
Γαβγ en te´rminos de R y gαβ, podemos en principio eliminar la conexio´n independiente de las ecuaciones
de campo y expresar esta solo en funcio´n de la me´trica y los campos de materia. Veamos ahora como
se escribe el tensor de Ricci bajo una transformacio´n conforme
Rαβ = Rαβ + 3
2
1(
f ′(R))2 (∇α(f ′(R)))(∇β(f ′(R)))− 1f ′(R)(∇α∇β − gαβ)f ′(R), (4.48)
contrayendo esta expresio´n con gαβ nos da
R = R+ 3
2
1(
f ′(R))2 (∇α(f ′(R)))(∇α(f ′(R)))+ 3f ′(R)f ′(R), (4.49)
con lo cual podemos obtener
Gαβ =
k
f ′(R)Tαβ −
1
2
(
R− f(R)
f ′(R)
)
gαβ +
1
f ′(R)
(
∇α∇β − 1
2
gαβ
)
f ′(R)
− 3
2
1
(f ′(R))2
(
(∇αf ′(R))(∇βf ′(R))− 1
2
gαβ(∇f ′(R))2
)
, (4.50)
en donde escribimos
Gαβ ≡ Rαβ − 1
2
Rgαβ. (4.51)
Como es de esperar, las ecuaciones de campos en los formalismos me´trico y de Palatini se reducen a las
ecuaciones de campo de Einstein en el caso f(R) = R, o con la contribucio´n de la constante cosmolo´gica
cuando f(R) = R− 2Λ.
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Este formalismo es similar al de Palatini, excepto que ahora los campos de materia dependen de la
conexio´n Γαβγ . Adema´s se esto se da la libertad para que la variedad M en este formalismo tenga
torsio´n (Γαβγ 6= Γαγβ). Esta libertad permite que en algunos reg´ımenes de energ´ıa el esp´ın de las part´ıculas
pueda interactuar con la geometr´ıa, lo cual directamente nos da la existencia de la torsio´n en la teor´ıa.
Considerando entonces la accio´n (4.9), y usando los siguiente resultados para la variacio´n del escalar R
(asumiendo torsio´n diferente de cero)
δRαβ = ∇¯γδΓγαβ − ∇¯βδΓγαγ + 2Γσ[βγ]δΓγασ, (4.52)
y la variacio´n de la accio´n de materia SM = SM (gαβ,Γ
γ
αβ, ψ)
δSM =
δSM
δgαβ
δgαβ +
δSM
δΓγαβ
δΓγαβ, (4.53)
donde definimos ahora un nuevo tensor llamado el Hipermomentum como
∆αβγ ≡ −
2√−g
δSM
δΓγαβ
, (4.54)
llegamos a las ecuaciones de campo
f ′(R)R(αβ) −
1
2
f(R) gαβ = κTαβ, (4.55)
y
1√−g
[
−∇¯γ
(√−gf ′(R)gαβ)+ ∇¯σ(√−gf ′(R)gασ)δβγ]
+ 2
√−g f ′(R)(gαβSσγσ − gαρSσρσ + gασSβσγ) = κ∆αβγ , (4.56)
donde escribimos la u´ltima expresio´n en funcio´n del tensor de torsio´n de Cartan (2.3). Un ejemplo de
campos que tengan hipermomentum diferente de cero, son los campos de Dirac, as´ı que el estudio de
tales campos en este formalismo nos podr´ıan dar evidencia de la existencia de torsio´n en la teor´ıa [64].
4.4. Equivalencia con Teor´ıas de Brans-Dicke
Una formulacio´n diferente a la RG que adema´s del tensor me´trico (y de e´ste los tensores de curvatura)
incluye un campo escalar ϕ, fueron trabajadas por Brans y Dicke en 1961 [65]. La motivacio´n principal
de estas teor´ıas era la de cambiar el valor de la constante de gravitacio´n universal G de lugar a lugar,
con el fin de incorporar el principio de Mach1 en la RG.
1Que en resumen nos dice que la inercia de un cuerpo depende en principio de todo el contenido de materia del universo.
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La accio´n general para las teor´ıas de Brans-Dicke se puede escribir como
S =
∫
V
d4x
√−g
[
1
2
φR− ωBD
2φ
(∇φ)2 − U(φ)
]
+ SM (gαβ, ψ), (4.57)
en donde ωBD es el denominado para´metro de Brans-Dicke y (∇φ)2 ≡ gαβ∂αφ∂βφ.
Las teor´ıas f(R) en el formalismo me´trico se pueden escribir en la forma de las teor´ıas de Brans-Dicke
[11] con un potencial para el campo escalar como grado de libertad (escalaron). Para esto consideramos
la siguiente accio´n (sin te´rminos en la frontera) para un nuevo campo χ
S =
1
2κ
∫
V
d4x
√−g[f(χ) + f,χ(R− χ)]+ SM (gαβ, ψ), (4.58)
en donde f,χ corresponde a la derivada de la funcio´n f con respecto a χ, cabe aclarar que el termino
f,χ(R− χ) es un producto entre f,χ y (R− χ). Variando esta accio´n con respecto a χ obtenemos
f,χχ(R− χ) = 0, (4.59)
fijando f,χχ 6= 0 se sigue que R = χ. De este modo la accio´n (4.58) recupera la accio´n (4.7) en teor´ıas
f(R). Si definimos ahora
φ ≡ f,χ(χ), (4.60)
la accio´n (4.58) puede escribirse como
S =
∫
V
d4x
√−g
[
1
2κ
φR− U(φ)
]
+ SM (gαβ, ψ), (4.61)
donde U(φ) esta definido como
U(φ) =
χ(φ)φ− f(χ(φ))
2κ
. (4.62)
De esta forma si comparamos la expresio´n (4.57) con (4.61) observamos que las teor´ıas f(R) con equi-
valentes a las de Brans-Dicke con ωBD = 0 (y en unidades de κ = 1). En el formalismo de Palatini
donde la me´trica gαβ y la conexio´n Γ
α
βγ con considerados como variables independientes, el escalar
de Ricci es diferente que el dado en el formalismo me´trico. Se puede mostrar que para el formalismo
de Palatini en teor´ıas f(R) es equivalente a las teor´ıas de Brans-Dicke con el para´metro ωBD = −3/2 [11].
Hemos entonces discutido los principios variacionales en teor´ıas f(R), haciendo especial e´nfasis en
el formalismo me´trico. Nuestro punto de partida entonces para construir modelos cosmolo´gicos son las
ecuaciones de campo modificadas (4.35).
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.
Capı´tulo5
Modelos Cosmolo´gicos en Teor´ıas f (R)
E n este cap´ıtulo aplicaremos las ecuaciones de campo en el formalismo me´trico de las teor´ıas f(R) pa-ra un universo homoge´neo e isotro´pico descrito por la me´trica de Robertson-Walker. Varias formas
de la funcio´n f(R) se han propuesto con el fin de obtener la actual expansio´n acelerada del universo,
sin embargo, algunos poseen problemas (en particular inestabilidades) en el re´gimen de bajas energ´ıas
(sistema solar).
El estudio de de las ecuaciones de Friedmann modificadas, modeladas como un sistema dina´mico au-
to´nomo, permiten restringir la forma de las funciones y dar criterios de viabilidad para teor´ıas que
reproduzcan una e´poca de radiacio´n, una de materia y una de expansio´n acelerada.
5.1. Ecuaciones de Friedmann modificadas en gravedad f(R)
Debemos entonces hallar las expresiones para las ecuaciones de Friedmann modificadas asumiendo para
esto de nuevo la validez del Modelo Esta´ndar de la Cosmolog´ıa. De modo que nuestro punto de partida
es la me´trica de Robertson-Walker, ecuacio´n (3.1)
ds2 = −dt2 + a2(t)
[
dr2
1− kr2 + r
2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2
]
, (5.1)
siendo a(t) el factor de escala y k la curvatura espacial del universo. Para esta me´trica el escalar de
Ricci es
R = 6
[
a¨
a
+
(
a˙
a
)2
+
k
a2
]
= 6
[
H˙ + 2H2 +
k
a2
]
, (5.2)
consideraremos tambie´n el tensor de energ´ıa-momentum de un fluido perfecto, ecuacio´n (3.2)
Tαβ = (ρ+ p)uαuβ + pgαβ, (5.3)
siendo p la presio´n del fluido, ρ la densidad de energ´ıa y uα la cuadrivelocidad de los observadores
fundamentales. A partir de las ecuaciones de campo (4.35), y con la me´trica (3.1), obtenemos las
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siguientes ecuacio´n de Friedmann modificadas (ver Ape´ndice C)
H2 +
k
a2
=
1
3f ′(R)
[
κρ+
(Rf ′(R)− f(R))
2
− 3Hf ′′(R)R˙
]
, (5.4)
2H˙ + 3H2 +
k
a2
= − 1
f ′(R)
[
κp+ 2HR˙f ′′(R) +
(f(R)−Rf ′(R))
2
+ R¨f ′′(R) + (R˙)2f ′′′(R)
]
, (5.5)
en donde usamos que H = a˙a . A partir de la traza de la ecuacio´n de campo (4.36), podemos encontrar
otra relacio´n para f(R) y sus derivadas con la presio´n y la densidad de energ´ıa
f ′(R)R− 2f(R) + 3f ′(R) = κ(3p− ρ). (5.6)
A partir de las ecuaciones (5.4) y (5.5), podemos definir una densidad y presio´n asociadas a los te´rminos
adicionales de curvatura de la siguiente forma
ρDE =
1
f ′(R)
[
(Rf ′(R)− f(R))
2
− 3Hf ′′(R)R˙
]
, (5.7)
pDE = − 1
f ′(R)
[
2HR˙f ′′(R) +
(f(R)−Rf ′(R))
2
+ R¨f ′′(R) + (R˙)2f ′′′(R)
]
, (5.8)
de modo que la ecuacio´n de estado puede escribir se como
wDE =
pDE
ρDE
=
2HR˙f ′′(R) + (f(R)−Rf
′(R))
2 + R¨f
′′(R) + (R˙)2f ′′′(R)
(Rf ′(R)−f(R))
2 − 3Hf ′′(R)R˙
,
= −1 + R¨f
′′(R)−HR˙f ′′(R) + (R˙)2f ′′′(R)
(Rf ′(R)−f(R))
2 − 3Hf ′′(R)R˙
. (5.9)
De forma similar a la ecuacio´n de continuidad para las contribuciones de densidad y materia
ρ˙m + 3Hρm = 0, (5.10)
ρ˙r + 4Hρm = 0, (5.11)
podemos obtener una expresio´n para la ecuacio´n de estado efectiva para las componentes ρDE y pDE
(ecuaciones (5.7) y (5.8) respectivamente) [7]
ρ˙DE + 3H(1 + wDE)ρDE = 3H
2
0 Ωm
R˙f ′′(R)(
f ′(R)
)2 . (5.12)
Si consideramos ahora las ecuaciones de campo modificadas constituidas por un fluido efectivo (4.39),
la ecuacio´n de Friedmann (3.4) se puede escribir como
a¨
a
= −κ
6
(
ρtot + 3ptot
)
, (5.13)
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en donde el sub´ındice tot denota la suma del fluido de curvatura y la contribucio´n de materia a la
densidad de energ´ıa y presio´n. De esta relacio´n la condicio´n de aceleracio´n, para un modelo en el
dominio de materia es
ρDE + ρm + 3pDE < 0, =⇒ wDE < − ρtot
ρDE
, (5.14)
esta relacio´n nos permite entonces determinar si dada alguna forma espec´ıfica de la funcio´n f(R) y por
lo tanto unas componentes para ρDE y pDE , obtener universos con expansio´n acelerada. A los modelos
que tienen una ecuacio´n de estado con w < −1/3 los denominaremos modelos phantom o de Quintae-
sencia.
Aunque algunos modelos se han utilizado para explicar la expansio´n del universo, en particular el
modelo [10],[66]
f(R) = R− α
Rn
, (α > 0, n > 0), (5.15)
presenta sin embargo un numero de problemas, en particular la inestabilidad en la materia [18],[67],
inestabilidad en perturbaciones cosmolo´gicas [68]-[71], y la incapacidad de satisfacer restricciones locales
(sistema solar) [72]-[74]. Este tipo de pruebas han llevado a considerar algunas restricciones en las
funciones f(R) [21] en particular
f ′(R) > 0, f ′′(R) > 0 para R ≥ R0(> 0), (5.16)
siendo R0 el valor actual para el escalar de Ricci. Consideraremos a continuacio´n la aproximacio´n
de sistema dina´mico en teor´ıas f(R) que nos permitira´ obtener ma´s criterios de viabilidad para las
funciones f(R).
5.2. Aproximacio´n de Sistema Dina´mico en ecuaciones de Friedmann
modificadas
El ana´lisis de las ecuaciones de campos modificadas modeladas como un sistema dina´mico, nos permitira´
encontrar criterios para modelos cosmolo´gicamente viables. Realizaremos un ana´lisis de tal enfoque
siguiendo [11],[75]-[77]. Vamos primero a escribir las ecuaciones de Friedmann modificadas (5.4) y (5.5)
en el caso de un universo plano (k = 0) y considerando las contribuciones en la densidad de energ´ıa y
la presio´n para los dominios de radiacio´n y materia. Para esto usamos que la ecuacio´n de estado para
el caso de materia es pm = 0 y en el caso de radiacio´n pr = 1/3ρr, con esto las ecuaciones pueden
escribirse como
3f ′H2 = κ(ρm + ρr) +
f ′R− f
2
− 3Hf˙ ′, (5.17)
− 2f ′H˙ = κ
(
ρm +
4
3
ρr
)
+ f¨ ′ −Hf˙ ′, (5.18)
5.2. Aproximacio´n de Sistema Dina´mico en ecuaciones de Friedmann modificadas 47
en donde usamos la siguiente notacio´n f˙ ′ = ∂t(f ′) = f ′′R˙, y eliminamos la dependencia de R en las
funciones f y f ′. Con N ≡ ln a, definimos un operador diferencial de la siguiente manera
d
dN =
d
d ln a
=
1
H
d
dt
, (5.19)
as´ı que la ecuacio´n (5.20) se puede escribir como
1 =
κρm
3f ′H2
+
κρr
3f ′H2
+
R
6H2
− f
3f ′H2
− f˙
′
Hf ′
. (5.20)
Definamos las siguientes cantidades adimensionales
x1 = − f˙
′
Hf ′
, x2 = − f
6f ′H2
, x3 = 2 +
H˙
H2
, x4 =
κρr
3f ′H2
, (5.21)
Ωm =
κρm
3f ′H2
= 1− x1 − x2 − x3 − x4, (5.22)
y tambie´n
ΩDE = x1 + x2 + x3, (5.23)
el cual lo asociaremos con la contribucio´n adicional a las ecuaciones de campo, o equivalentemente la
contribucio´n a la energ´ıa oscura (razo´n por la cual usamos los sub´ındices DE: Dark Energy). Con estas
definiciones se pueden obtener las siguientes ecuaciones de movimiento
dx1
dN = −1− x3 − 3x2 + x
2
1 − x1x3 + x4, (5.24a)
dx2
dN =
x1x3
m
− x2(2x3 − 4− x1), (5.24b)
dx3
dN = −
x1x3
m
− 2x3(x3 − 2), (5.24c)
dx4
dN = −2x3x4 + x1x4, (5.24d)
donde hemos definido
m ≡ d ln f
′
d lnR
=
Rf ′′
f ′
=
Rf˙ ′
f˙
, r ≡ − d ln f
d lnR
= −Rf
′
f
=
x3
x2
. (5.25)
De la expresio´n para r, el escalar R se puede escribir como x3/x2, y puesto que m depende de R, esto
significa que m es una funcio´n de r, m = m(r). El modelo ΛCDM, f(R) = R − 2Λ, corresponde a
m = 0. Por lo tanto la cantidad m caracteriza la desviacio´n en la dina´mica de un modelo ΛCDM. A
partir de las ecuaciones (5.20) y (5.18) podemos definir una ecuacio´n de estado efectiva por la siguiente
relacio´n
weff = −1− 2H˙
3H2
= −(2x3 − 1)
3
. (5.26)
la cual se puede interpretar como la ecuacio´n total para una contribucio´n de densidad de energ´ıa efectiva
ρeff = ρm + ρr + ρDE y una relacio´n similar para la presio´n efectiva.
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P : (x1, x2, x3) weff Ωm
P1 = (0,−1, 2) −1 0
P2 = (−1, 0, 0) 1/3 2
P3 = (1, 0, 0) 1/3 0
P4 = (−4, 5, 0) 1/3 0
P5 =
(
3m
1 +m
,− 1 + 4m
2(1 +m)2
,
1 + 4m
2(1 +m)
)
− m
1 +m
1− m(7 + 10m)
2(1 +m)2
P6 =
(
2(1−m)
1 + 2m
,
1− 4m
m(1 + 2m)
,
−(1− 4m)(1 +m)
m(1 + 2m)
)
2− 5m− 6m2
3m(1 + 2m)
0
Tabla 5.1: Valores para los puntos cr´ıticos del sistema dina´mico (5.24) y valores para la ecuacio´n de estado efectiva weff
(5.26).
La idea ahora es determinar la estabilidad del sistema dina´mico. Vamos a realizar el siguiente ana´-
lisis en el caso en que no hay radiacio´n, es decir, para x4 = 0. Notamos primero que las ecuaciones
dina´micas se pueden escribir en la forma
dxi
dN = gi(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3, (5.27)
de modo que los puntos fijos del sistema son los puntos (x′1, x′2, x′3) que satisfacen de forma simultanea
gi(x
′
1, x
′
2, x
′
3) = gj(x
′
1, x
′
2, x
′
3) = 0, i, j = 1, 2, 3, i 6= j. En la tabla 5.1 se muestran tales puntos, el
respectivo valor para ecuacio´n de estado efectiva (5.26)y el valor para el para´metro Ωm. Los puntos P5
y P6 satisfacen la ecuacio´n
x3 = −
(
m(r) + 1
)
x2, (5.28)
es decir
m(r) = −r − 1. (5.29)
Cuando m(R) no es constante, se debe resolver tal ecuacio´n, para cada ra´ız ri uno obtiene un punto
del tipo P5 o P6 con m = m(ri).
5.2.1. Estabilidad de los puntos cr´ıticos
Para determinar la estabilidad de los puntos cr´ıticos vamos a seguir [78]. Consideremos por el momento
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para dos variables x(t) y y(t)
x˙ = f(x, y, t), y˙ = g(x, y, t), (5.30)
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donde f y g son funciones de x, y y t. Como vimos anteriormente, un punto cr´ıtico (xc, yc) es un punto
tal que (
f, g
)∣∣
xc,yc
= 0. (5.31)
Para estudiar la estabilidad vamos a considerar pequen˜as perturbaciones δx y δy alrededor de los puntos
cr´ıticos (xc, yc), es decir
x = xc + δx, y = yc + δy. (5.32)
de modo que reemplazando esto en el sistema dina´mico obtenemos que
d
dN
(
δx
δy
)
= J
(
δx
δy
)
, (5.33)
donde nuevo N ≡ ln a y con J dado por
J =

∂g
∂x
∂g
∂y
∂f
∂x
∂f
∂y
∣∣
xc,yc
.
(5.34)
Esta matriz posee dos autovalores j1 y j2, de modo que la solucio´n general a la evolucio´n de las
perturbaciones lineales es
δx = C1e
j1N + C2ej2N , (5.35a)
δy = C3e
j1N + C4ej2N , (5.35b)
siendo C1, C2, C3, C4 constantes de integracio´n. Entonces, la estabilidad de los puntos fijos depende de
la naturaleza de los autovalores
(i) Punto Estable: j1 < 0 y j2 < 0.
(ii) Punto Inestable: j1 > 0 y j2 > 0.
(iii) Punto de silla: j1 < 0 y j2 > 0 (o j1 > 0 y j2 < 0) .
(iv) Espiral estable: El determinante de la matriz J es negativo y las partes reales de j1 y j2 son
negativas.
Un punto fijo es un atractor en los casos (i) y (iv), pero no lo es en los casos (ii) y (iii).
De esta manera construimos entonces la matriz J a partir de las derivadas parciales de las funcio-
nes gi con respecto a cada una de las variables xi.
J (x1, x2, x3) =

2x1 − x3 −3 −1− x1
x3
m
+ x2 x1x3∂x2
(
1
m
)
− 2x3 + 4 + x1 x1∂x3
(
x3
m
)
− 2x2
−x3
m
−x1x3∂x2
(
1
m
)
−x1∂x3
(
x3
m
)
− 4x3 + 4

(5.36)
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determinamos los valores propios del jacobiano a partir de la relacio´n
det(J ∣∣
x1c,x2c,x3c
−λI) = 0, (5.37)
con I la matriz identidad. La estabilidad de los puntos cr´ıticos dependera´ entonces de los signos de los
autovalores de la matriz (5.36) evaluados en los puntos cr´ıticos.
• P1: Punto de de Sitter.
Puesto que weff = −1 el punto P1 corresponde a las soluciones de de Sitter que satisfacen
F (R)R− 2f(R) = 0, (5.38)
que corresponde a la traza de las ecuaciones de campo (4.36) en el vac´ıo (T = 0). Para este punto los
autovalores de (5.36) son
− 3, −3
2
±
√
25− 16/m1
2
, (5.39)
donde m1 = m(r1), r1 = −2. As´ı, P1 es estable cuando 0 < m1 ≤ 1 y un punto de silla en los dema´s
valores. La condicio´n entonces para la estabilidad del punto de de Sitter es
0 < m(r = −2) ≤ 1. (5.40)
• P2: φ-EDM.
Este punto es caracterizado por una e´poca “cine´tica” en la cual la materia y un campo φ coexisten
con fracciones de energ´ıa constantes. Denotamos entonces este punto por φ-EDM (φ-E´poca de Domino
de Materia) siguiendo [79]. Los autovalores son
−2, 1
2
[
7+
1
m2
−m
′
2
m22
r(1+r)±
√(
7 +
1
m2
− m
′
2
m22
r(1 + r)
)2
− 4
(
12 +
3
m2
− m
′
2
m22
r(3 + 4r)
)]
, (5.41)
en donde m′2 ≡ dmdr (r2). Si m(r) es constante, los autovalores se reducen a
3, −2, 4 + 1
m2
, (5.42)
de modo que P2 es un punto de silla.
• P3: Punto puramente cine´tico.
Este punto tambie´n corresponde a una e´poca cine´tica, pero a diferencia del punto P2 la fraccio´n de
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energ´ıa en la materia se hace cero. Este punto adema´s se puede ver como un caso particular del punto
P6 escogiendo m = 1/4. Los autovalores son
2,
1
2
[
9 +
1
m3
+
m′3
m23
r(1 + r)±
√(
9 +
1
m3
− m
′
3
m23
r(1 + r)
)2
− 4
(
20− 5
m3
+
m′3
m23
r(5 + 4r)
)]
. (5.43)
Si m(r) es constante los autovalores se reducen a
5, 2, 4 +
1
m3
, (5.44)
en este caso P3 es inestable para m3 < 0 and m3 > 1/4, y un punto de silla para los dema´s casos.
• P4.
Este punto tiene una propiedad similar al punto P3 pues ambos tienen los mismos valores para weff y
Ωm. Tambie´n es un caso especial del punto P6 con m = −1. Los autovalores son
− 5, −3 4 + 4
m4
, (5.45)
de modo que es estable para −1 < m4 < 0 y un punto de silla para los dema´s valores. Ninguno de los
puntos P3 o P4 puede ser usado para la e´poca de dominio de materia, ni para la e´poca de expansio´n
acelerada.
• P5.
El punto P5 corresponde a scaling solutions las cuales dan una razo´n constante Ωm/ΩDE . En el l´ı-
mite m5 −→ 0 el punto representa una era de materia esta´ndar con a ∝ t2/3 y Ωm = 1. De modo que
la condicio´n necesaria para que P5 sea una era exacta de materia esta´ dada por
m(r = −1) = 0. (5.46)
Los autovalores para P5 son
3(1 +m′5),
−3m5 ±
√
m5(256m35 + 160m
2
5 − 31m5 − 16)
4m5(1 +m5)
, (5.47)
en el l´ımite |m5|  1 los autovalores se pueden escribir aproximadamente por
3(1 +m′5), −
3
4
±
√
− 1
m5
, (5.48)
para modelos conm5 < 0, las soluciones no pueden permanecer por un periodo largo de tiempo alrededor
del punto P5 debido al comportamiento divergente de los autovalores cuando m −→ 0− (m tendiendo a
cero por la izquierda). El radical de los dos u´ltimos autovalores se hace negativo para 0 < m5 < 0.327,
de modo que los autovalores son complejos con partes reales negativas, as´ı que exigiendo que m′5 > −1,
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Figura 5.1: Comportamiento de weff en funcio´n de m para el punto P6, obtenido de [76].
el punto P5 corresponde a un punto de silla. La condicio´n entonces para que este sea un punto de silla
es
m(r ≤ −1) > 0,m′(r ≤ −1) > −1. (5.49)
• P6: Punto de dominio de curvatura.
Este corresponde a un punto de dominio de curvatura [76] cuya ecuacio´n de estado efectiva depen-
de de m. La condicio´n para un universo con expansio´n acelerada (weff < −1/3) se obtiene cuando
m6 < −(1 +
√
3)/2, −1/2 < m6 < 0, y m6 > (
√
3− 1)/2. En la Figura 5.1 se muestra el comportamien-
to de weff en funcio´n de m Los autovalores para este punto son
1− 4m6
m6
,
2− 3m6 − 8m26
m6(1 + 2m6)
,
2(1−m6)(1 +m′6)
m6(1 + 2m6)
, (5.50)
de modo que la estabilidad de P6 depende tanto de m6 como de m
′
6. En el l´ımite m6 −→ ±∞ tenemos
P6 → (−1, 0, 2) con una ecuacio´n de estado weff = −1. Este punto es estable con m′6 > −1. P6 es
tambie´n un punto de de Sitter para m6 = 1, que coincide con P1, y puesto que en este caso r = −2,
este punto se caracteriza por
m(r = −2) −→ 1. (5.51)
El punto P6 es estable y acelerado para 4 diferentes rangos:
(I.) m′6 > −1
Cuando m′6 > −1, P6 es estable y acelerado en las tres siguientes regiones:
(A) m6 < −(1 +
√
3)/2: P6 es acelerado pero no con condicio´n de phantom cosmology, es decir,
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P : (x1, x2, x3) weff Ωm
P7 = (0, 0, 0, 1) 1/3 0
P8 =
(
4m
1 +m
,− 2m
(1 +m)2
,
2m
(1 +m)
,
1− 2m− 5m2
(1 +m)2
)
1− 3m
3(1 +m)
0
Tabla 5.2: Valores adicionales para los puntos cr´ıticos del sistema dina´mico (5.24) considerando contribuciones en radia-
cio´n.
weff > −1. Se tiene el l´ımite weff = −1 cuando m6 → −∞.
(B) −1/2 < m6 < 0: P6 obedece una ecuacio´n de estado phantom con weff < −7.6.
(C) m6 ≥ 1: P6 tiene una ecuacio´n de estado phantom con −1.07 < weff < −1. Se tiene
weff = −1 en el l´ımite m6 → +∞ y m6 → 1.
(II.) m′6 < −1
Cuando m′6 < −1, P6 es estable y acelerado en la siguiente regio´n:
(D) (
√
3 + 1)/2 < m6 < 1: en este caso P6 no tiene una ecuacio´n de estado phantom weff > −1.
De esto se deriva entonces una primer conclusio´n general con respecto a las funciones f(R) [76]: La
aceleracio´n asinto´tica NO puede tener una ecuacio´n de estado en el rango −7.6 < weff < −1.07.
Si consideramos ahora el caso con radiacio´n los puntos P1−6 se mantienen iguales (con x4 = 0) y
adema´s obtenemos dos nuevos puntos, Tabla 5.2. Observamos que el punto P7 es un punto esta´ndar de
radiacio´n. Cuando m(r) es constante los autovalores de P7 son
1, 4, 4, −1, (5.52)
lo que implica que P7 es un punto de silla. El punto P8 es un punto nuevo de radiacio´n que contiene
contribucio´n a la energ´ıa oscura diferente de cero. Puesto que la ecuacio´n de estado efectiva esta res-
tringida por nucleos´ınteis a ser cercana a 1/3, P8 es un punto aceptable para la e´poca de radiacio´n con
m8 cercano a 0. Los autovalores para el punto P8 son
1, 4(1 +m′8),
m8 − 1±
√
81m28 + 30m8 − 15
2(m8 + 1)
, (5.53)
En el l´ımite m8 −→ 0 los u´ltimos dos autovalores son complejos con partes reales negativas, lo que
muestra que el punto P8 es un punto de silla alrededor del punto de radiacio´n. A diferencia del punto
de dominio de materia P5 no existen singularidades en los autovalores para el punto P8 en el l´ımite
m8 −→ 0. Tambie´n notamos que el punto P8 esta sobre la l´ınea m = −r−1 como en el caso del punto P5
. Si la condicio´n para la existencia del punto de dominio de materia P5 se satisface (m(r) ' 0+, r = −1),
entonces existe un punto de radiacio´n en la misma regio´n [76].
De este modo existen dos clases de modelos que son cosmolo´gicamente viables:
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(A) Modelos que conectan P5(r ' −1,m ' 0+) con P1(r = −2, 0 < m ≤ 1))
(B) Modelos que conectan P5(r ' −1,m ' 0−) con P6(m = −r − 1,−(
√
3 + 1)/2 < m < 0).
De la expresio´n (5.16) los modelos viables de f(R) para explicar energ´ıa oscura deben satisfacer m > 0
que esta en acuerdo con los argumentos anteriores.
5.3. Algunos Modelos Espec´ıficos
En esta seccio´n consideraremos algunos modelos f(R) para los cuales se puede escribir expl´ıcitamente
m como funcio´n de r y se estudiara la posibilidad de obtener una e´poca de dominio de materia seguida
por una de expansio´n acelerada, todo esto siguiendo [76]
5.3.1. f(R) = αR−n
Para este modelo obtenemos a partir de (5.25) la siguiente expresio´n
m = −n− 1, (5.54)
con r = n. La curva m(r) es degenerada, de modo que este caso se reduce a un sistema bidimensional
(en el caso en que no hay radiacio´n), debido a la relacio´n x3 = rx2 = nx2. La condicio´n m(r = −1) = 0
se satisface entonces para n = −1, es decir, en el caso de la Relatividad General. Ahora para que el
termino f ′(R) = −nαR−n−1 sea mayor que cero, se necesita que α < 0 para n > 0 y α > 0 para
n < 0. De la expresio´n (5.54) se tiene m > 0 para n < −1 y m < 0 para n > −1. Ahora a partir
de los autovalores para el punto P5 (5.47), el punto para la e´poca de materia es una espiral estable
para n < −1, de modo que las soluciones no abandonan la era de materia para entrar en la expansio´n
acelerada.
Por otro lado, P5 es un punto de silla para −1 < n < −0.713 mientras que el punto P2 es estable
en la regio´n −1 < n < −3/4. Sin embargo, uno de los autovalores de P5 muestra un divergencia positiva
en el l´ımite m→ 0−, lo que significa que el punto de materia se vuelve repulsivo para m cercano a 0−.
Como vimos anteriormente la ecuacio´n de estado efectiva para P6 tiene un valor phantom de < −7.6
para m = 0−, lo que implica que el punto de Silla P5 se conecta al punto P2 o al punto P6.
El modelo ΛCDM f(R) = R − 2Λ corresponde a la l´ınea horizontal m = 0, que conecta la e´poca
de materia (r,m) = (−1, 0) con el punto de de Sitter P1 (r,m) = (−2, 0). Una posible generalizacio´n
del modelo ΛCDM
f(R) = (Rb − Λ)c, (5.55)
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Figura 5.2: Plano (r,m) para f(R) = (Rb − Λ)c.
con lo cual r = −c(Rb − Λ)−1bRb y
m(r) =
(1− c)
c
r + b− 1. (5.56)
Si la interseccio´n m = −1 + bc con la l´ınea cr´ıtica es en 0 < m  1 y la pendiente esta dada por
−1 < (1− c)/c < 0, entonces la e´poca de materia esta conectada co P1 y el modelo es aceptable. En la
Figura 5.2 se muestra el plano (r,m) para f(R) = (Rb − Λ)c.
5.3.2. f(R) = R + αR−n
Este modelo esta propuesto en [66] para explicar la actual expansio´n acelerada. Para este modelo
tendremos
m(r) = −n(1 + r)
r
, (5.57)
vemos que tal modelo es independiente de α, y puesto que m(r = −1) = 0 el modelo satisface la condi-
cio´n necesaria para la existencia del punto de materia P5. Reemplazando (5.29) para (5.57), obtenemos
la solucio´n ma = 0 o mb = −(n + 1), que es cierto para los puntos P5 y P6. En este caso tales puntos
esta´n dados por
P5a =
(
0,−1
2
,
1
2
)
, Ωm = 1, weff = 0, (5.58)
P5b =
(
−3(n+ 1)
n
,
4n+ 3
2n2
,
4n+ 3
2n
)
, Ωm = −8n
2 + 13n+ 3
2n2
, weff = −1− 1
n
, (5.59)
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P6b =
(
−2(n+ 2)
2n+ 1
,
4n+ 5
(n+ 1)(2n+ 1)
,
n(4n+ 5)
(n+ 1)(2n+ 1)
)
, Ωm = 0,
weff = −− 6n
2 + 7n− 1
3(n+ 1)(2n+ 1)
. (5.60)
Esta familia de modelos se puede dividir en tres casos: (1)n < −1, (2)− 1 < n < 1 y (3)n > 1. Para el
caso (1) tendremos que m′ = n/r2, implica que m′(r = −1) < −11 y por lo tanto la e´poca de materia
alrededor de m ≈ 0+ es estable (P1 es estable tambie´n para 2 < n < 0). El caso con n = −2 corresponde
al modelo de inflacio´n de Starobinsky [21].
Para el caso (2) la condicio´n r = −1 se satisface con R→∞ y vemos que
m =
n(n+ 1)αR−n−1
(1− nαR−n−1) , (5.61)
se aproxima a cero cuando si α = 0. Para este caso existen oscilaciones alrededor de la e´poca de materia
y un punto final de de Sitter P1. Para el caso (3) el punto P6 es estable y acelerado en la regio´n (A)
(para weff diferente de un valor phantom) debido a la condicio´n m = −n − 1 < −1. Si α > 0, m se
aproxima a cero por el lado derecho, y entonces existen oscilaciones alrededor de la e´poca de materia,
pero el punto de aceleracio´n P1 es inestable. Cuando α < 0, m se aproxima a cero por el lado izquierdo
y de nuevo el punto de materia es inestable, pues uno de los autovalores muestra una divergencia. En
la figura 5.3 se muestra el plano (r,m) para el modelo f(R) = R + α/R, (n = 1) donde se aprecia
claramente que NO es un modelo viable, pues no conecta el punto de la e´poca de materia con el de
expansio´n acelerada. En la figura 5.4 se muestra el plano (r,m) para el modelo de Starobinsky.
Figura 5.3: Plano (r,m) para f(R) = R+ α/R.
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Figura 5.4: Plano (r,m) para f(R) = R+ αR2, modelo de Starobinsky.
5.3.3. f(R) = RpeqR
En este modelo m esta dado por
m(r) = −r + p
r
, (5.62)
En el caso exponencial puro (p = 0) se tiene m = −1 y x3/m→ x2 → 0 de modo que el punto P2 existe
mientras que P5 no. Por otro lado vemos que la funcio´n m se hace cero para r = ±√p, lo que implica
que la condicio´n m(r = −1) = 0 para la existencia de un punto de materia se cumple para p = 1. Sin
embargo, puesto que en este caso m′(r = −1) = −2 < −1, el punto P5 es una espiral estable para m > 0.
En el l´ımite m → 0+, el punto P6 no puede ser usado para la expansio´n acelerada, adema´s el pun-
to P5 es estable. Por otra parte, cuando m(r = −2) = 3/2 para p = 1, el punto de de Sitter no es
estable. Estos modelos entonces no tienen una secuencia de e´poca de materia y expansio´n acelerada
para p = 1. En la figura 5.5 se muestra el plano (r,m) para f(R) = ReR (p = q = 1).
5.3.4. f(R) = Rp(lnαR)q
Para este modelo tenemos la relacio´n
m(r) =
p2 + 2pr − r(q − r + qr)
qr
, (5.63)
puesto que m(r = −1) = −(p − 1)2/q, la e´poca de materia existe solo para p = 1. Cuando p = 1 se
tiene m(r = −2) = 1− 1/2q, lo que significa que P1 es estable para q > 0 pero no lo es para q < 0. La
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Figura 5.5: Plano (r,m) para f(R) = ReR.
derivada de m(r) es
m′(r) = −1 + r
2 − 1
qr2
, (5.64)
como m′(r = −1) = −1, el punto P5 es estable. Similarmente el punto de aceleracio´n P6 es estable en
la regio´n (C) para q > 0, pero no lo es para q < 0. Esto implica que la curva m(r) no atraviesa el
punto P6 en la regio´n (C), de modo que las u´nicas trayectorias posibles son desde el punto de materia
P5 al punto de de Sitter P1, (r = −2). En la figura 5.6 se muestra el plano (r,m) para f(R) = R lnR,
(p = α = q = 1).
5.3.5. f(R) = Rpeq/R
Para este modelo se tiene que
m(r) = −p+ r(2 + r)
r
, (5.65)
la cual es independiente de q. Tenemos que m(r = −1) = p− 1 de modo que la e´poca de materia existe
para p = 1. En este caso se tiene m(r) = −(r + 1)2/r > 0 para r < 0, y puesto que m(r = −2) = 1/2
para p = 1, el punto P1 es una espiral estable. La derivada de m(r) es m
′(r) = −1 + 1/r2, que implica
entonces que m′(r = −1) = 0 y m′(r < −1) > −1. Esto muestra que el punto P5 es un punto de silla
mientras que P6 en la regio´n (C) es estable. La curva m(r) satisface m(r) < −r− 1 en la regio´n r < −1
para p = 1 y tambie´n un comportamiento asinto´tico m(r) → −r en el l´ımite r → −∞. Entonces, en
principio, es posible tener una secuencia P5 → P6 (r → −∞), pero la trayectoria desde el punto P5
es atrapada por el punto estable de de Sitter P1 que existe en (r,m) = (−2, 1/2). En la figura 5.7 se
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Figura 5.6: Plano (r,m) para f(R) = R lnR. En la figura se debe entender el nombre log como el logaritmo natural ln.
muestra el plano (r,m) para f(R) = Re1/R.
Si observamos ahora las figuras 5.2 a 5.7 encontramos que las u´nicas que nos pueden dar una e´poca de
materia seguida por una expansio´n acelerada son los modelos f(R) = R lnR y f(R) = Re1/R. La razo´n
de estos es que los dema´s modelos atraviesan la regio´n delimitada por m = −r− 1 para m > −1 hasta
alcanzar el punto de de Sitter ubicado en la l´ınea r = −2.
Podemos entonces resumir las condiciones que debe cumplir una funcio´n f(R) para ser cosmolo´gi-
camente viable:
1. Un modelo f(R) debe tener una e´poca esta´ndar de dominio de materia solo si satisface las con-
diciones
m(r) ≈ 0+, m′(r) > −1 en r ≈ −1, (5.66)
2. La e´poca de materia es seguida por una aceleracio´n tipo de Sitter (weff = −1) solo si
0 < m(r) ≤ 1 en r = −2, o m(r) = −r − 1→ ±∞, (5.67)
3. La e´poca de materia es seguida por un atractor con weff > −1 solo si m = −r − 1 y se cumplen
simulta´neamente
(
√
3− 1)/2 < m(r) ≤ 1 y m′(r) < −1. (5.68)
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Figura 5.7: Plano (r,m) para f(R) = Re1/R.
En la siguiente seccio´n estudiaremos el problema de las distancias cosmolo´gicas en teor´ıas f(R) estu-
diando para esto la Ecuacio´n de Desv´ıo Geode´sico en estas teor´ıas.
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Capı´tulo6
Distancias Cosmolo´gicas en Teor´ıas f (R)
C onsideramos ahora el problema de las distancias cosmolo´gicas en teor´ıas f(R). Este estudio es degran importancia, pues permite restringir los modelos f(R) mediante observaciones, en particular
por ejemplo con la medicio´n de distancias en supernovas de tipo IA [3]. Si bien, las ecuaciones obtenidas
en el Cap´ıtulo 5 nos permiten en principio determinar las distancias, usando tambie´n las expresiones
dadas en el Cap´ıtulo 3, debemos notar sin embargo que tal proceso conlleva una complejidad inherente
en cuanto la misma forma de la funcio´n f(R).
La expresio´n (5.4) nos da entonces una relacio´n para el para´metro de Hubble H en funcio´n de la
densidad de energ´ıa ρ, la presio´n p y fuertemente en el escalar de Ricci R, por otro lado, sin embargo,
de la me´trica de Robertson-Walker se tiene una relacio´n para R en funcio´n de H y H˙, y adema´s una
relacio´n diferencial para R en funcio´n de la traza del tensor energ´ıa-momentum, a trave´s de la traza de
las ecuaciones de campo (4.36). De esta forma es necesario o bien fijar la forma para H(z), puede ser por
observaciones o suponiendo un ansatz, o bien fijar la forma de la funcio´n f(R) para poder determinar
H(z) partiendo de las ecuaciones modificadas.
En el formalismo de Palatini, por ejemplo, las distancias cosmolo´gicas pueden ser determinadas y
comparadas con datos observacionales, fijando la forma de la funcio´n f(R) [81]. Cabe decir que la for-
ma de las ecuaciones de campo en el formalismo de Palatini permiten en principio determinar la forma
para H(z) de una manera ma´s simple que en el caso del formalismo me´trico, debido a que en estas
ecuaciones los operadores  y ∇α∇β no aparecen de forma expl´ıcita en las ecuaciones.
Un me´todo interesante para atacar el problema de las distancias cosmolo´gicas en teor´ıas f(R) es pre-
sentado en [82] a trave´s de la denominada cosmograf´ıa. El punto clave en la cosmograf´ıa es la definicio´n
de nuevas para´metros cosmolo´gicos que contienen derivadas del factor de escala hasta de quinto orden.
Ya conocemos uno de ellos, el para´metro de Hubble dado por H(t) ≡ a˙a , adema´s definimos [83]
q(t) = − a¨
aH2
, Para´metro de desaceleracio´n (6.1a)
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j(t) = +
...
a
aH3
, Para´metro de jerk (6.1b)
s(t) = +
a(4)
aH4
, Para´metro de snap (6.1c)
l(t) = +
a(5)
aH5
, Para´metro de lerk (6.1d)
con lo cual el factor de escala a(t) se puede escribir como una serie en te´rminos de t. Estos para´metros
nos permiten adema´s obtener las expresiones para las distancias (diametral angular y de luminosidad)
como series en funcio´n del redshift [83]. Aunque esta aproximacio´n tiene algunas ventajas (es cosmolog´ıa
sin ecuaciones de campo) conlleva al problema de que nos da tan solo una aproximacio´n a los valores
para las distancias, dependiendo los ordenes usados en la expansio´n. El me´todo seguido entonces en
[82], extiende tal me´todo para la determinacio´n de las distancias en teor´ıas f(R) fijando la forma de
f(R) como una expansio´n en serie de Taylor.
Nuestro objetivo en este capitulo es utilizar al EDG extendida a teor´ıas f(R) para la determinacio´n de
distancias de una forma alternativa.
6.1. Ecuacio´n de Desv´ıo Geode´sico en Teor´ıas f(R)
Como vimos en las secciones 2.3 y 3.3 el estudio de la Ecuacio´n de Desv´ıo Geode´sico (EDG) nos per-
mite caracterizar las propiedades ma´s importantes de un espacio-tiempo, y lo ma´s importante tratar
el problema de las distancias cosmolo´gicas de una manera muy general. Nuestro objetivo es entonces
extender los resultados de la EDG para las teor´ıas f(R) en el formalismo me´trico siguiendo para esto
[84]; en el formalismo de Palatini la EDG se ha estudiado en [85].
Nuestro punto de partida es entonces son las expresiones para el tensor de Ricci y el escalar de Ricci
escritos a partir de las ecuaciones de campo y su traza respectivamente (4.35) y (4.36)
Rαβ =
1
f ′(R)
[
κTαβ +
f(R)
2
gαβ − gαβf ′(R) +∇α∇βf ′(R)
]
, (6.2)
R =
1
f ′(R)
[
κT + 2f(R)− 3f ′(R)
]
. (6.3)
Usando estas expresiones podemos escribir el tensor de Riemann (3.34) como
Rαβγδ = Cαβγδ +
1
2f ′(R)
[
κ(Tδβgαγ − Tγβgαδ + Tγαgβδ − Tδαgβγ) + f(R)
(
gαγgδβ − gαδgγβ
)
+
(
gαγDδβ−gαδDγβ +gβδDγα−gβγDδα
)
f ′(R)
]
− 1
6f ′(R)
(
κT +2f(R)+3f ′(R)
)(
gαγgδβ−gαδgγβ
)
,
(6.4)
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donde definimos el operador
Dαβ ≡ ∇α∇β − gαβ. (6.5)
Entonces subiendo el primer ı´ndice en el tensor de Riemann
Rαβγδ = C
α
βγδ +
1
2f ′(R)
[
κ(Tδβδ
α
γ − Tγβδαδ + T αγ gβδ − T αδ gβγ) + f(R)
(
δαγ gδβ − δαδ gγβ
)
+
(
δαγDδβ − δαδ Dγβ + gβδD αγ − gβγD αδ
)
f ′(R)
]
− 1
6f ′(R)
(
κT + 2f(R) + 3f ′(R)
)(
δαγ gδβ − δαδ gγβ
)
,
(6.6)
y contrayendo con V βηγV δ el lado derecho de la EDG (2.78) nos queda
RαβγδV
βηγV δ = CαβγδV
βηγV δ +
1
2f ′(R)
[
κ(Tδβδ
α
γ − Tγβδαδ + T αγ gβδ − T αδ gβγ) + f(R)
(
δαγ gδβ − δαδ gγβ
)
+
(
δαγDδβ − δαδ Dγβ + gβδD αγ − gβγD αδ
)
f ′(R)
]
V βηγV δ
− 1
6f ′(R)
(
κT + 2f(R) + 3f ′(R)
)(
δαγ gδβ − δαδ gγβ
)
V βηγV δ, (6.7)
Esta ecuacio´n nos permitira´ entonces encontrar la EDG para cualquier espacio-tiempo y para cualquier
forma del tensor de energ´ıa-momentum en teor´ıas f(R).
En la siguiente seccio´n mostraremos en detalle los pasos para encontrar la EDG en teor´ıas f(R) usando
la me´trica de Robertson-Walker, nuestro propo´sito tambie´n es el de comprara los resultados con los de
RG para el caso l´ımite f(R) = R− 2Λ.
6.1.1. Ecuacio´n de Desv´ıo Geode´sico para el Universo FLRW
Usando entonces la me´trica de Robertson-Walker (3.1) y el tensor de energ´ıa-momentum para un fluido
perfecto (3.2) tendremos
Rαβ =
1
f ′(R)
[
κ(ρ+ p)uαuβ +
(
κp+
f(R)
2
)
gαβ +Dαβf ′(R)
]
, (6.8)
R =
1
f ′(R)
[
κ(3p− ρ) + 2f(R)− 3f ′(R)
]
, (6.9)
con estas expresiones podemos escribir el tensor de Riemann como
Rαβγδ =
1
2f ′(R)
[
κ(ρ+ p)
(
uδuβgαγ − uγuβgαδ + uγuαgβδ − uδuαgβγ
)
+
(
κp+
κρ
3
+
f(R)
3
+f ′(R)
)(
gαγgδβ − gαδgγβ
)
+ (gαγDδβ − gαδDγβ + gβδDγα − gβγDδα)f ′(R)
]
,
(6.10)
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donde de nuevo hemos usado que para este espacio-tiempo el tensor de Weyl Cαβγδ es nulo. Ahora, si
el campo vectorial V α esta normalizado, tendremos que V αVα = , y por lo tanto
RαβγδV
βV δ =
1
2f ′(R)
[
κ(ρ+ p)
(
gαγ(uβV
β)2 − 2(uβV β)V(αuγ) + uαuγ
)
+
(
κp+
κρ
3
+
f(R)
3
+f ′(R)
)(
gαγ − VαVγ
)
+ (gαγDδβ − gαδDγβ + gβδDγα− gβγDδα)f ′(R)V βV δ
]
,
(6.11)
subiendo el primer ı´ndice en el tensor de Riemann y multiplicando por ηγ
RαβγδV
βηγV δ =
1
2f ′(R)
[
κ(ρ+ p)
(
(uβV
β)2ηα − (uβV β)V α(uγηγ)− (uβV β)uα(Vγηγ) + uαuγηγ
)
+
(
κp+
κρ
3
+
f(R)
3
+f ′(R)
)(
ηα−V α(Vγηγ)
)
+
[
(δαγDδβ−δαδ Dγβ+gβδD αγ −gβγD αδ )f ′(R)
]
V βV δηγ
]
,
(6.12)
con E = −Vαuα, ηαuα = ηαV α = 0 [35] esta expresio´n se reduce a
RαβγδV
βηγV δ =
1
2f ′(R)
[
κ(ρ+ p)E2 + 
(
κp+
κρ
3
+
f(R)
3
+f ′(R)
)]
ηα
+
1
2f ′(R)
[[
(δαγDδβ − δαδ Dγβ + gβδD αγ − gβγD αδ )f ′(R)
]
V βV δ
]
ηγ , (6.13)
Usando de nuevo la expresio´n (6.14)
R = 6
[
a¨
a
+
(
a˙
a
)2
+
k
a2
]
= 6
[
H˙ + 2H2 +
k
a2
]
, (6.14)
Usando ahora los resultados del Ape´ndice C tenemos que los u´nicos operadores Dαβ que son diferentes
de cero son
f ′(R) = −∂20f ′(R)− 3H∂0f ′(R),
= −f ′′(R)R¨− f ′′′(R)R˙2 − 3Hf ′′(R)R˙, (6.15)
D00 = −3H∂0f ′(R),
= −3Hf ′′(R)R˙, (6.16)
Dij = 2Hgij∂0f ′(R) + gij∂20f ′(R),
= 2Hgijf
′′(R)R˙+ gij(f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2), (6.17)
con gij las componentes espaciales de la me´trica de Robertson-Walker y R˙ = ∂0R. Con estos resultados
podemos obtener la contribucio´n total de los operadores en (6.13), ver Ape´ndice D(
δαγDδβ − δαδ Dγβ + gβδD αγ − gβγD αδ
)
f ′(R)V βV δηγ = 
(
5Hf ′′(R)R˙+ f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2
)
ηα, (6.18)
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entonces la expresio´n para RαβγδV
βηγV δ se reduce a
RαβγδV
βηγV δ =
1
2f ′(R)
[
κ(ρ+ p)E2 + 
(
κp+
κρ
3
+
f(R)
3
+ 2Hf ′′(R)R˙
)]
ηα, (6.19)
la cual es la generalizacio´n de la ecuacio´n de Pirani. En el caso particular f(R) = R − 2Λ la anterior
expresio´n se reduce a (3.43).
Entonces podemos escribir la EDG en gravedad f(R) a partir de la expresio´n (2.78)
D2ηα
Dν2
= − 1
2f ′(R)
[
κ(ρ+ p)E2 + 
(
κp+
κρ
3
+
f(R)
3
+ 2Hf ′′(R)R˙
)]
ηα, (6.20)
como espera´bamos la EDG induce solo un cambio en la magnitud del vector desviacio´n ηα, lo cual
ocurre tambie´n en RG. Este resultado era de esperarse debido a la forma de la me´trica, que describe
un universo homoge´neo e isotro´pico. Para universos anisotro´picos, como por ejemplo los de Bianchi I
la EDG induce tambie´n un cambio en la direccio´n del vector desviacio´n, como se muestra en [39],[86].
6.1.2. EDG para Observadores Fundamentales
En este caso tenemos V α como la cuadri-velocidad del fluido uα. El para´metro af´ın ν coincide con el
tiempo propio de los observadores fundamentales ν = t. Puesto que tenemos geode´sicas temporales
entonces  = −1 y tambie´n E = 1, entonces a partir de (6.19)
Rαβγδu
βηγuδ =
1
2f ′(R)
[
2κρ
3
− f(R)
3
− 2Hf ′′(R)R˙
]
ηα, (6.21)
si el vector desviacio´n es ηα = `eα, la isotrop´ıa implica
Deα
Dt
= 0, (6.22)
y
D2ηα
Dt2
=
d2`
dt2
eα, (6.23)
usando este resultado en la EDG (2.78) con (6.21) tenemos
d2`
dt2
= − 1
2f ′(R)
[
2κρ
3
− f(R)
3
− 2Hf ′′(R)R˙
]
`, (6.24)
en el caso ` = a(t) tendremos
a¨
a
=
1
f ′(R)
[
f(R)
6
+Hf ′′(R)R˙− κρ
3
]
. (6.25)
Esta ecuacio´n puede ser obtenida como un caso particular de la ecuacio´n de Raychaudhuri generalizada
dada en [87]. Es posible obtener como ejemplo, la forma esta´ndar de las ecuaciones modificadas de
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campo a partir de la ecuacio´n de Raychaudhuri. Primero restando la expresio´n R/6 en (6.25) con R
dado en (6.14) tendremos
a¨
a
− a¨
a
−
(
a˙
a
)2
− k
a2
=
1
f ′(R)
[
f(R)
6
+Hf ′′(R)R˙− κρ
3
]
− R
6
,
−
(
a˙
a
)2
− k
a2
= − 1
f ′(R)
[
κρ
3
− f(R)
6
−Hf ′′(R)R˙+ Rf
′(R)
6
]
,
−H2 − k
a2
= − 1
3f ′(R)
[
κρ+
(Rf ′(R)− f(R))
2
− 3Hf ′′(R)R˙
]
,
H2 +
k
a2
=
1
3f ′(R)
[
κρ+
(Rf ′(R)− f(R))
2
− 3Hf ′′(R)R˙
]
, (6.26)
que corresponde a la ecuacio´n (5.4). Para obtener la segunda ecuacio´n sumamos a ambos lados de la
ecuacio´n (6.25) la expresio´n R/6, y usamos tambie´n la forma para la traza de las ecuaciones de campo
(6.3) con el operador f ′(R) dado en (D.2)
a¨
a
+
a¨
a
+
(
a˙
a
)2
+
k
a2
=
1
f ′(R)
[
f(R)
6
+Hf ′′(R)R˙− κρ
3
]
+
R
6
,
2
a¨
a
+
(
a˙
a
)2
+
k
a2
=
1
f ′(R)
[
f(R)
6
− κρ
3
+
Rf ′(R)
3
− κp+ κρ
3
− 2f(R)
3
− f ′′(R)R¨,
− f ′′′(R)R˙2 − 2Hf ′′(R)R˙+ RF (R)
6
]
,
2H˙ + 3H2 +
k
a2
=
1
f ′(R)
[
−κp− 2Hf ′′(R)R˙− (f(R)−Rf
′(R))
2
− f ′′(R)R¨− f ′′′(R)R˙2
]
,
2H˙ + 3H2 +
k
a2
= − 1
f ′(R)
[
κp+ 2Hf ′′(R)R˙+
(f(R)−Rf ′(R))
2
+ f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2
]
, (6.27)
que corresponde a la segunda ecuacio´n de Friedmann modificada (5.5).
6.1.3. EDG para Campos Vectoriales Nulos
Consideramos ahora la EDG para campos vectoriales nulos dirigidos al pasado. En este caso tenemos
V α = kα, kαk
α = 0, entonces la ecuacio´n (6.19) se reduce a
Rαβγδk
βηγkδ =
1
2f ′(R)
κ(ρ+ p)E2 ηα, (6.28)
expresio´n que puede ser interpretada como el Enfocamiento de Ricci en teor´ıas f(R). Escribiendo ηα =
ηeα, eαe
α = 1, eαu
α = eαk
α = 0 y escogiendo una base paralelamente propagada De
α
Dν = k
β∇βeα = 0,
la EDG (6.20) nos queda
d2η
dν2
= − 1
2f ′(R)
κ(ρ+ p)E2 η. (6.29)
En el caso de RG discutido en [35], todas las familias de geode´sicas nulas dirigidas al pasado experimen-
tan enfocamiento, siempre y cuando se cumpla κ(ρ + p) > 0, y para un fluido con ecuacio´n de estado
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p = −ρ (constante cosmolo´gica) no hay influencia en el enfocamiento. A partir de (6.29) la condicio´n
para enfocamiento en teor´ıas f(R) es
κ(ρ+ p)
f ′(R)
> 0. (6.30)
Una condicio´n similar sobre la funcio´n f(R) fue establecida para evitar entre otras la aparicio´n de
fantasmas 1 [11],[21], en la cual f ′(R) > 0, ver tambie´n Seccio´n 5.1. Queremos ahora escribir la ecuacio´n
(6.29) en funcio´n del para´metro de redshift z. Siguiendo la Seccio´n 3.3.2 podemos escribir entonces
dν
dz
=
1
E0H(1 + z)2
, (6.31)
y
d2ν
dz2
= − 1
E0H(1 + z)3
[
1
H
(1 + z)
dH
dz
+ 2
]
, (6.32)
expresamos nuevamente dHdz como
dH
dz
=
dν
dz
dt
dν
dH
dt
= − 1
H(1 + z)
dH
dt
. (6.33)
De la definicio´n para H tendremos
H˙ ≡ dH
dt
=
d
dt
a˙
a
=
a¨
a
−H2, (6.34)
and usando la ecuacio´n de Raychaudhuri (6.25)
H˙ =
1
f ′(R)
[
f(R)
6
+Hf ′′(R)R˙− κρ
3
]
−H2, (6.35)
entonces
d2ν
dz2
= − 3
E0H(1 + z)3
[
1 +
1
3H2f ′(R)
(
κρ
3
− f(R)
6
−Hf ′′(R)R˙
)]
, (6.36)
el operador d
2η
dν2
toma la forma
d2η
dν2
=
(
EH(1 + z)
)2[d2η
dz2
+
3
(1 + z)
[
1 +
1
3H2f ′(R)
(
κρ
3
− f(R)
6
−Hf ′′(R)R˙
)]
dη
dz
]
, (6.37)
y la EDG (6.29) se reduce a
d2η
dz2
+
3
(1 + z)
[
1 +
1
3H2f ′(R)
(
κρ
3
− f(R)
6
−Hf ′′(R)R˙
)]
dη
dz
+
κ(ρ+ p)
2H2(1 + z)2f ′(R)
η = 0, (6.38)
Ahora, la densidad de energ´ıa ρ y la presio´n p considerando las contribuciones de materia y radiacio´n,
se pueden escribir como
κρ = 3H20 Ωm0(1 + z)
3 + 3H20 Ωr0(1 + z)
4, κp = H20 Ωr0(1 + z)
4, (6.39)
1En donde fantasmas se refieren a estados con norma negativa o campos con signo negativo en el termino cine´tico.
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donde hemos usado pm = 0 y pr =
1
3ρr. Podemos ahora escribir la EDG en una forma ma´s compacta
d2η
dz2
+ P(H,R, z)dη
dz
+Q(H,R, z)η = 0, (6.40)
con
P(H,R, z) =
4Ωm0(1 + z)
3 + 4Ωr0(1 + z)
4 + 3f ′(R)Ωk0(1 + z)2 + 4ΩDE − Rf
′(R)
6H20
(1 + z)
(
Ωm0(1 + z)3 + Ωr0(1 + z)4 + f ′(R)Ωk0(1 + z)2 + ΩDE
) , (6.41)
Q(H,R, z) = 3Ωm0(1 + z) + 4Ωr0(1 + z)
2
2
(
Ωm0(1 + z)3 + Ωr0(1 + z)4 + f ′(R)Ωk0(1 + z)2 + ΩDE
) . (6.42)
y H dado por las ecuaciones de campo modificadas (5.4)
H2 =
1
f ′(R)
[
H20 Ωm0(1 + z)
3 +H20 Ωr0(1 + z)
4 +
(Rf ′(R)− f(R))
6
−Hf ′′(R)R˙
]
− k
a2
,
H2 = H20
[
1
f ′(R)
(
Ωm0(1 + z)
3 + Ωr0(1 + z)
4 + ΩDE
)
+ Ωk(1 + z)
2
]
, (6.43)
donde
ΩDE ≡ 1
H20
[
(Rf ′(R)− f(R))
6
−Hf ′′(R)R˙
]
, (6.44)
que es equivalente a la expresio´n (5.23) y
Ωk0 = − k
H20a
2
0
. (6.45)
Para poder resolver la ecuacio´n (6.40) es necesario escribir R y H en funcio´n del redshift. definimos
entonces
d
dt
=
dz
da
da
dt
d
dz
= −(1 + z)H d
dz
, (6.46)
y entonces para el escalar de Ricci tendremos [7]
R = 6
[
a¨
a
+
(
a˙
a
)2
+
k
a2
]
,
= 6
[
2H2 + H˙ +
k
a2
]
,
= 6
[
2H2 − (1 + z)HdH
dz
+ k(1 + z)2
]
,
Ahora, para tener H = H(z) o bien sea fijar de entrada la forma H(z) o fijar una forma espec´ıfica de
la funcio´n f(R). Este punto ha sido discutido en detalle en [10] y el me´todo de fijar H(z) para hallar
la forma de la funcio´n f(R) por observaciones en [88].
En el caso particular f(R) = R − 2Λ tenemos f ′(R) = 1, f ′′(R) = 0. la expresio´n para ΩDE se
reduce a
ΩDE =
1
H20
[
(R−R+ 2Λ)
6
]
=
Λ
3H20
≡ ΩΛ, (6.47)
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y por lo tanto, como se habia anticipado en el Capitulo 5 el para´metro ΩDE generaliza el para´metro de
energ´ıa oscura 2. La ecuacio´n de Friedmann modificada (5.4) se convierte en la expresio´n conocida en
RG (3.23)
H2 = H20
[
Ωm0(1 + z)
3 + Ωr0(1 + z)
4 + ΩΛ + Ωk(1 + z)
2
]
, (6.48)
las expresiones P, y Q se reducen a
P(z) = 4Ωr0(1 + z)
4 + (7/2)Ωm0(1 + z)
3 + 3Ωk0(1 + z)
2 + 2ΩΛ
(1 + z)
(
Ωr0(1 + z)4 + Ωm0(1 + z)3 + Ωk0(1 + z)2 + ΩΛ
) , (6.49)
Q(z) = 2Ωr0(1 + z)
2 + (3/2)Ωm0(1 + z)
Ωr0(1 + z)4 + Ωm0(1 + z)3 + Ωk0(1 + z)2 + ΩΛ
. (6.50)
y la EDG para campos vectoriales nulos es
d2η
dz2
+
4Ωr0(1 + z)
4 + (7/2)Ωm0(1 + z)
3 + 3Ωk0(1 + z)
2 + 2ΩΛ
(1 + z)
(
Ωr0(1 + z)4 + Ωm0(1 + z)3 + Ωk0(1 + z)2 + ΩΛ
) dη
dz
+
2Ωr0(1 + z)
2 + (3/2)Ωm0(1 + z)
Ωr0(1 + z)4 + Ωm0(1 + z)3 + Ωk0(1 + z)2 + ΩΛ
η = 0. (6.51)
que coincide con la expresio´n (3.76). Nuevamente la relacio´n de Mattig es obtenida en el caso ΩΛ = 0
y escribiendo Ωk0 = 1− Ωm0 − Ωr0
d2η
dz2
+
6 + Ωm0(1 + 7z) + Ωr0(1 + 8z + 4z
2)
2(1 + z)(1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z))
dη
dz
+
3Ωm0 + 4Ωr0(1 + z)
2(1 + z)(1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z))
η = 0, (6.52)
de este modo la ecuacio´n (6.40) nos da una generalizacio´n a la relacio´n de Mattig en teor´ıas f(R).
Para relacionar ahora la magnitud del vector desviacio´n η con la distancia diametral angular, con-
sideramos nuevamente que la magnitud del vector desviacio´n η se relaciona con el a´rea propia dA de
una fuente a redshift z por dη ∝ √dA, y de esta expresio´n, la definicio´n de la distancia diametral
angular dA puede ser escrita como
dA =
√
dA
dΩ
, (6.53)
con dΩ el a´ngulo so´lido. De modo que la forma de la relacio´n de Mattig generalizada es la misma
cambiando η por dA (el factor de proporcionalidad se puede descartar de la ecuacio´n diferencial), de
modo que
d2 d
f(R)
A
dz2
+
4Ωm0(1 + z)
3 + 4Ωr0(1 + z)
4 + 3f ′(R)Ωk0(1 + z)2 + 4ΩDE − Rf
′(R)
6H20
(1 + z)
(
Ωm0(1 + z)3 + Ωr0(1 + z)4 + f ′(R)Ωk0(1 + z)2 + ΩDE
) d df(R)A
dz
+
3Ωm0(1 + z) + 4Ωr0(1 + z)
2
2
(
Ωm0(1 + z)3 + Ωr0(1 + z)4 + f ′(R)Ωk0(1 + z)2 + ΩDE
) df(R)A = 0, (6.54)
2Cabe aclarar que la generalizacio´n es para contribuciones netamente geome´tricas.
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donde denotamos la distancia diametral angular por d
f(R)
A , para enfatizar que alguna solucio´n de la
ecuacio´n anterior necesita una forma espec´ıfica de la funcio´n f(R), o bien la funcio´n H(z). Esta ecuacio´n
satisface las condiciones iniciales (para z ≥ z0)
d
f(R)
A (z, z0)
∣∣∣∣
z=z0
= 0, (6.55)
d d
f(R)
A
dz
(z, z0)
∣∣∣∣
z=z0
=
H0
H(z0)(1 + z0)
, (6.56)
con H(z0) siendo la ecuacio´n de Friedmann modificada (5.4) evaluada en z = z0.
6.2. Relaciones entre Distancias Cosmolo´gicas en Teor´ıas f(R)
En el Capitulo 3 mostramos las diferentes relaciones entre las distancias cosmolo´gicas en RG. Nos
preguntamos entonces si tales relaciones se mantienen validas en las teor´ıas f(R). Si bien tales relaciones
entre las distancias las mostramos definiendo en s´ı cada una de ellas, existe un teorema denominado
teorema de Reciprocidad mostrado por Etherington en (1933) [89] y que nos dice
Teorema 6.2.1 (Teorema de Reciprocidad (Etherington)). La distancia a´rea observador r0 y la dis-
tancia a´rea galaxia rG son iguales salvo un factor de redshift cosmolo´gico
r2G = r
2
0(1 + z)
2. (6.57)
El punto fundamental de este teorema es el hecho de que varias propiedades geome´tricas son invariantes
cuando los roles de fuente y observador se intercambian. La distancia rG se relaciona con la distancia
de Luminosidad por la relacio´n
dL = rG(1 + z), (6.58)
y por lo tanto
dL = r0(1 + z)
2, (6.59)
y entonces usando que dA = r20dΩ podemos relacionar la distancia a´rea observador con la distancia
diametral angular, para obtener
dL = dA(1 + z)
2. (6.60)
Una prueba de este teorema de reciprocidad esta dado en [35],[86] a partir de la primera integral en la
EDG. Mostraremos a continuacio´n muy brevemente estos resultados.
6.2.1. Primera Integral en la EDG
La primera integral nos relaciona ba´sicamente los vectores desviacio´n ηα1 , η
α
2 de dos geode´sicas que
comparten el mismo campo vectorial geode´sico V α. Es decir, ambas cumplen a partir de (2.78)
D2ηα1
Dν2
= −RαβγδV βηγ1V δ, (6.61)
D2ηα2
Dν2
= −RαβγδV βηγ2V δ. (6.62)
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Multiplicando (6.61) por η2α y (6.62) por η1α y teniendo en cuenta que podemos subir y bajar los
ı´ndices que se suman
η2α
D2ηα1
Dν2
= −η2αRαβγδV βηγ1V δ = −ηα2RαβγδV βηγ1V δ, (6.63)
η1α
D2ηα2
Dν2
= −η1αRαβγδV βηγ2V δ = −ηα1RαβγδV βηγ2V δ, (6.64)
teniendo en cuenta que las derivadas covariantes cumplen la regla de Leibnitz podemos escribir
η2α
D2ηα1α
Dν2
=
D
Dν
(
η2α
Dηα1
Dν
)
− Dη2α
Dν
Dηα1
Dν
, (6.65)
η1α
D2ηα2α
Dν2
=
d
Dν
(
η1α
Dηα2
Dν
)
− Dη1α
Dν
Dηα2
Dν
. (6.66)
restando estas expresiones
η1α
D2ηα2
Dν2
− η2αD
2ηα1
Dν2
=
D
Dν
(
η1α
Dηα2
Dν
− η2αDη
α
1
Dν
)
−
(
Dη2α
Dν
Dηα1
Dν
− Dη1α
Dν
Dηα2
Dν
)
=
D
Dν
(
η1α
Dηα2
Dν
− η2αDη
α
1
Dν
)
. (6.67)
Por otro lado, restando (6.63) de (6.64) y teniendo en cuenta las propiedades de simetr´ıa del tensor de
Riemann tendremos
η1α
D2ηα2
Dν2
− η2αD
2ηα1
Dν2
= RαβγδV
βV δ(ηα2 η
γ
1 )−RαβγδV βV δ(ηα1 ηγ2 )
= RαβγδV
βV δ(ηα2 η
γ
1 )−RγδαβV βV δ(ηα1 ηγ2 )
= RαβγδV
βV δ(ηα2 η
γ
1 )−RαβγδV δV β(ηγ1ηα2 )
= 0, (6.68)
de modo que
D
Dν
(
η1α
Dηα2
Dν
− η2αDη
α
1
Dν
)
= 0, (6.69)
con lo cual finalmente obtenemos la primera integral de la EDG
η1a
Dηa2
Dν
− η2aDη
a
1
Dν
= const. (6.70)
Esta ecuacio´n es va´lida para cualquier modelo cosmolo´gico que supone va´lida la Relatividad General.
Esta primera integral se puede investigar para el caso de rayos nulos. Consideremos geode´sicas nulas
que divergen de una fuente S y llegan a un observador O, con vector desviacio´n η1 y rayos nulos que
divergen de la fuente S y llegan al observador O, con vector desviacio´n η2. La primera integral esta´
expresada en te´rminos del para´metro af´ın ν, pero exprese´mosla ahora en te´rminos de la magnitud `
definida por d` := Sdr. Para encontrar la relacio´n entre dr y dν, consideremos una geode´sica radial de
la siguiente manera
V α := Euα + Peα, (6.71)
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donde eα = S−1(∂r)α = S−1δα1, eαeα = 1, eαuα = 0. Para una geode´sica radial nula tenemos adema´s
dt
dν
= V 0 = E = −(Vαuα) = E0S0
S
, (6.72)
dr
dν
= V 1 =
P (S)
S
=
E(S)
S
. (6.73)
De esta forma
d` = Sdr = E0
(
S0
S
)
dν, (6.74)
podemos escribir entonces
dη1
dν
=
d`
dν
dη1
d`
= E0
S0
S
dη1
d`
= E0(1 + z)
dη1
d`
, (6.75)
dη2
dν
= E0(1 + z)
dη2
d`
. (6.76)
Teniendo en cuenta que para el observador z = 0 tenemos
η2|0dη1
d`
|0 = η1|S dη2
d`
|S(1 + z), (6.77)
donde los te´rminos dηd` son los a´ngulos subtendidos por los pares de rayos nulos y corresponden a los
vectores desviacio´n. Expresado en te´rminos de las distancias a´rea y luminosidad, definidas por
η1|S := r0dη1
d`
|0, (6.78)
η2|0 := rGdη2
d`
|S . (6.79)
encontramos el famoso teorema de reciprocidad para los modelos de FLRW
rG = r0(1 + z). (6.80)
Ahora, puesto que usamos como me´trica la de Robertson-Walker y las expresio´n para el redshift siguen
siendo las mismas que en RG, las relaciones entre las distancias cosmolo´gicas se preservan
tambie´n en las teor´ıas f(R). As´ı, tendremos entonces para la distancia de Luminosidad dL en
teor´ıas f(R) que
d
f(R)
L = d
f(R)
A (1 + z)
2. (6.81)
El proceso entonces para determinar las distancias cosmolo´gicas en teor´ıas f(R) se puede describir como
1. Fijar una forma para H(z) o bien una forma espec´ıfica de la funcio´n f(R).
2. Encontrar a partir de las ecuaciones de Friedmann modificadas las expresiones para H(z) y R(z),
en general a partir de un ca´lculo nume´rico
3. Determinar ΩDE (6.44) en funcio´n de z.
4. Resolver la ecuacio´n (6.54) para d
f(R)
A con las condiciones iniciales (6.55) y (6.56).
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5. Obtener a partir de esta expresio´n las dema´s distancias cosmolo´gicas.
Si bien, nuestro me´todo para la determinacio´n de distancias a partir de la EDG para campos vectoriales
nulos en teor´ıas f(R) necesita una forma espec´ıfica para la funcio´n, es una herramienta elegante y que
nos brinda la posibilidad de comparar directamente con resultados observacionales, siendo as´ı una buena
herramienta para restringir modelos f(R).
6.3. Ecuacio´n de tipo Dyer-Roeder en Teor´ıas f(R)
Finalmente daremos una importante relacio´n que nos permitira´ estudiar las distancias cosmolo´gicas
tambie´n en universos con inhomogeneidades. La ecuacio´n de Dyer-Roeder nos da una ecuacio´n diferen-
cial para la distancia diametral angular dA en funcio´n del redshift z introduciendo un para´metro que
nos permite introducir inhomogeneidades en la densidad de materia [90],[91]. La forma esta´ndar de la
ecuacio´n de Dyer-Roeder en RG esta dada por [40],[92]
(1 + z)2F(z)d
2 dA
dz2
+ (1 + z)G(z)d dA
dz2
+H(z)dA = 0, (6.82)
con
F(z) = H2(z), (6.83)
G(z) = (1 + z)H(z)dH
dz
+ 2H2(z), (6.84)
H(z) = 3α˜(z)
2
Ωm0(1 + z)
3, (6.85)
siendo α˜(z) el para´metro de suavidad, que nos da el cara´cter de las inhomogeneidades en la densidad
de energ´ıa.
Con el fin de obtener una ecuacio´n de tipo Dyer-Roeder en teor´ıas f(R) seguimos [93]. Primero de-
bemos notar que los te´rminos que contienen las derivadas de d
f(R)
A en la ecuacio´n (6.54) vienen de la
transformacio´n ddν −→ ddz y el te´rmino que acompan˜a a d
f(R)
A viene del enfocamiento de Ricci (6.28).
Entonces siguiendo [40],[91], introducimos la fraccio´n de masa α˜ (para´metro de suavidad), y entonces
reemplazamos solamente en el enfocamiento de Ricci ρ −→ α˜ρ. Siguiendo estos argumentos en (6.40),
y considerando el caso Ωr0 = 0 tendremos
(1 + z)2
d2 d
f(R), DR
A
dz2
+ (1 + z)
4Ωm0(1 + z)
3 + 3f ′(R)Ωk0(1 + z)2 + 4ΩDE − Rf
′(R)
6H20(
Ωm0(1 + z)3 + f ′(R)Ωk0(1 + z)2 + ΩDE
) d df(R), DRA
dz
+
3α˜(z)Ωm0(1 + z)
3
2
(
Ωm0(1 + z)3 + f ′(R)Ωk0(1 + z)2 + ΩDE
) df(R), DRA = 0. (6.86)
donde denotamos la distancia de Dyer-Roeder en gravedad f(R) por d
f(R), DR
A , y adema´s a diferencia
de la expresio´n (6.54), cada uno de los te´rminos esta dividido sobre (1+z)2. Esta ecuacio´n generalizada
de Dyer-Roeder tambie´n satisface las condiciones (6.55) y (6.56), y como es de esperar, se reduce a la
forma esta´ndar en RG para el caso particular f(R) = R− 2Λ.
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.
Capı´tulo7
Perturbaciones Cosmolo´gicas en teor´ıas
f (R)
L a teor´ıa de perturbaciones cosmolo´gicas provee una importante herramienta en la explicacio´n defeno´menos como la formacio´n de estructuras [2]. Esto se debe a que en un universo homoge´neo e
isotro´pico descrito por la me´trica de Robertson-Walker, no es posible describir la complejidad de la
actual estructura de materia y energ´ıa en el universo actual.
Ser´ıa entonces natural pensar que en vez de una teor´ıa de perturbaciones se trabaje con un espacio-
tiempo anisotro´pico e inhomoge´neo, sin embargo, tales soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein
son muy escasas. De modo que se utiliza como me´trica de background la me´trica de Robertson-Walker.
Mostraremos a continuacio´n los elementos ba´sicos de la teor´ıa de perturbaciones cosmolo´gicas (a primer
orden) siguiendo para esto [2], [94]-[96].
7.1. Perturbaciones Cosmolo´gicas en Relatividad General
Nuestro punto de partida es la me´trica de Robertson-Walker para un universo plano escrita de la forma
ds2 = −dt2 + a2δijdxidxj , (7.1)
por otro lado, las partes perturbadas de la me´trica se pueden escribir como
δg00 = −2α, (7.2a)
δg0i = a(t)Pi, (7.2b)
δgij = 2a
2(t)Cij , (7.2c)
en donde las componentes Si y Cij se pueden descomponer en cantidades escalares, vectoriales y ten-
soriales
Pi = Si − ∂iβ (7.3)
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Cij = δij + ψδij + ∂i∂jγ + ∂(jFi) +
hij
2
, (7.4)
donde α, β, ψ, γ representan las perturbaciones escalares, Si, Fi son las perturbaciones vectoriales y hij
las perturbaciones tensoriales.
Perturbaciones Escalares: estas pueden ser siempre construidas de un escalar, o sus derivadas. Cualquier
tri-vector como por ejemplo ∂iA es necesariamente libre de rotacionales, es decir ∂[i∂j]A = 0.
Perturbaciones Vectoriales: Las perturbaciones vectoriales son libres de divergencia. En principio se
puede distinguir una parte intr´ınsicamente vectorial de la perturbacio´n me´trica δg0i, que denotamos
por ∂iβ. Similarmente definimos la contribucio´n vectorial a δij construida de la derivada (sime´trica) del
vector Fi.
Perturbaciones Tensoriales: finalmente hay una contribucio´n tensorial a δij que es libre de divergencia
gij∂ihij = 0, y tambie´n libre de traza h
i
i = 0 la cual entonces no puede ser construida de perturbaciones
escalares o vectoriales inhomoge´neas.
Para determinar las perturbaciones en el tensor de Ricci, usamos las expresiones para las perturba-
ciones en los s´ımbolos de Christoffel [97]
δΓσβα =
1
2
δgσγ
[
∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα
]
+
1
2
gσγ
[
∂β(δgγα) + ∂α(δgγβ)− ∂γ(δgβα)
]
, (7.5)
y las expresiones para la variacio´n del escalar de Ricci son
δRαβ = δ(∂γΓ
γ
αβ)− δ(∂βΓγγα) + δΓγγσΓσαβ + ΓγγσδΓσαβ − δΓγσβΓσγα − ΓγσβδΓσγα, (7.6)
y as´ı la perturbacio´n para el tensor de Einstein Gαβ se puede escribir como
δGαβ = δRαβ − 1
2
δRgαβ − 1
2
Rδgαβ. (7.7)
Para poder obtener las ecuaciones de campos perturbadas necesitamos adema´s usar las componentes
de los s´ımbolos de Christoffel en el background de Robertson-Walker dadas en (C.1)-(C.3).
Si consideramos de nuevo el tensor de energ´ıa-momentum de un fluido perfecto obtenemos que las
perturbaciones se pueden escribir como
T¯ 00 = −(ρ+ δρ), T¯ 0i = −(ρ+ p)∂iv, T¯ ji = (p+ δp)δji , (7.8)
donde v es la velocidad peculiar. Las ecuaciones de Einstein perturbadas nos permiten determinar la
evolucio´n en las perturbaciones, en especial las de la materia, dando las herramientas ba´sicas para el
estudio de formacio´n de estructuras.
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7.1.1. Invariantes Gauge
Consideraremos ahora el problema de la eleccio´n de un Gauge en la teor´ıa de perturbaciones, para esto
tomemos la siguiente transformacio´n
tˆ = t+ δt, xˆi = xi + δij∂iδx, (7.9)
de modo que las perturbaciones escalares α, β, ψ y γ se transforman como
αˆ = α− δ˙t, (7.10a)
βˆ = β − a−1δt+ a ˙δx, (7.10b)
ψˆ = ψ −Hδt, (7.10c)
γˆ = γ − δx, (7.10d)
y las perturbaciones en la densidad satisfacen
δˆρ = δρ− ρ˙δt, (7.11)
Expresamos la parte escalar de el 3-tensor de energ´ıa-momentum δT 0i como
δT 0i = ∂iδq, (7.12)
de modo que para el fluido perfecto tendremos δq = −(ρm + pm)v que se transforma como
δˆq = δq + (ρm + pm)δt. (7.13)
Una cantidad que permanece invariante bajo estas transformaciones se denomina un invariantes Gauge
[97]. Podemos entonces escribir invariantes gauge a partir de las anteriores expresiones en la forma
[98],[101]
Φ = α− d
dt
[
a2(γ + β/a)
]
, Ψ = −ψ + a2H(γ˙ + β/a), (7.14)
R = ψ + H
ρ+ p
δq, δρq = δρ− 3Hδq. (7.15)
No debemos confundir la cantidad R con el escalar de Ricci en la conexio´n independiente en el forma-
lismo de Palatini. A partir del invariante gauge (7.15) es posible construir otro invariante gauge para
la perturbacio´n en la materia de un fluido perfecto
δm =
δρm
δpm
+ 3H(1 + wm)v, (7.16)
con wm = pm/ρm. Se pueden escoger condiciones espec´ıficas para el gauge con el fin de fijar este grado
de libertad. Un ejemplo es el gauge longitudinal que corresponde a la eleccio´n βˆ = 0 y γˆ = 0, bajo la
cual δt = a(β + aγ˙) y δx = γ. En este gauge se tiene Φˆ = αˆ y Ψˆ = −ψˆ, de modo que el elemento de
l´ınea (sin perturbaciones vectoriales ni tensoriales) es
ds2 = −(1 + 2Φ)dt2 + a2(t)(1− 2Ψ)δijdxidxj . (7.17)
Consideraremos en la siguiente seccio´n la aplicacio´n de las ecuaciones de perturbacio´n para la evolucio´n
en la densidad de materia.
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7.2. Ecuaciones de Perturbacio´n en Teor´ıas f(R)
Comenzamos escribiendo la me´trica sobre un background de Robertson-Walker plano
ds2 = −(1− 2α)dt2 − 2a(t)(∂iβ − Si)dt dxi + a2(t)(δij + 2ψδij + 2∂i∂jγ + 2∂(jFi) + hij)dxidxj (7.18)
donde α, β, ψ, γ representan las perturbaciones escalares, Si, Fi son las perturbaciones vectoriales y
hij las perturbaciones tensoriales. Vamos de nuevo a considerar la accio´n modificada (4.10) que a
comparacio´n de la accio´n general mostrada en [11] no incluye campos escalares. De modo que las
ecuaciones de campo son de nuevo las dadas en (4.35)
FRαβ − f
2
gαβ + gαβF −∇α∇βF = κTαβ. (7.19)
en donde utilizaremos la siguiente convencio´n F = F (R) = dfdR . Descomponemos ahora F en sus partes
homoge´neas y perturbadas en la forma F = F¯ + δF . El tensor de energ´ıa-momentum para un fluido
perfecto con perturbaciones es
T¯ 00 = −(ρ+ δρ), T¯ 0i = −(ρ+ p)∂iv, T¯ ji = (p+ δp)δji , (7.20)
Las ecuaciones de background (sin perturbaciones) son las ecuaciones (5.4) y (5.5) para el caso k = 0
que pueden escribirse como
3FH2 = κρ+
RF − f
2
− 3HF˙ , (7.21)
− 2FH˙ = κ(ρ+ p)+ F¨ −HF˙ . (7.22)
Tenemos tambie´n la ecuacio´n de conservacio´n para la densidad de energ´ıa
ρ˙+ 3H(ρ+ p) = 0, (7.23)
con R dado por la ecuacio´n (6.14). Definimos ahora las siguientes cantidades perturbadas
χ ≡ a(β + aγ˙), A ≡ 3(Hαψ˙)− ∆
a2
χ, (7.24)
siendo ∆ el operador laplaciano. Perturbando entonces las ecuaciones de Einstein se obtiene que [98]-
[101]
∆
a2
ψ +HA = − 1
2F
[(
3H2 + 3H˙ +
∆
a2
)
δF − 3H ˙δF + 3HF˙α+ F˙A+ κδm
]
, (7.25)
Hα− ψ˙ = 1
2F
[
˙δF −HδF − F˙α+ κ(ρm + pm)v
]
, (7.26)
χ˙+Hχ− α− ψ = 1
F
(δF − F˙χ), (7.27)
A˙+ 2HA˙+
(
3H +
∆
a2
)
α =
1
2F
[
3 ¨δF + 3H ˙δF −
(
6H2 +
∆
a2
)
δF − 3F˙ α˙− F˙A
− (3HF˙ + 6F¨ )α+ κ(δρm + δpm)
]
, (7.28)
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¨δF + 3H ˙δF −
(
∆
a2
+
R
3
)
δF =
1
3
κ(δρm + 3δpm) + F˙ (A+ α˙)
+
(
2F¨ + 3HF˙
)
α− 1
3
FδR, (7.29)
˙δρm + 3H(δρm + δpm) = (ρm + pm)
(
A− 3Hα+ ∆
a2
v
)
, (7.30)
1
a3(ρm + pm)
d
dt
[
a3(ρm + pm)v
]
= α+
δpm
ρm + pm
, (7.31)
en donde δR esta dado por
δR = −2
[
A˙+ 4HA+
(
∆
a2
+ 3H˙
)
α+ 2
∆
a2
ψ
]
. (7.32)
En [11] se discuten las perturbaciones generadas durante inflacio´n, considerando para esto la evolucio´n
en las perturbaciones escalares y tensoriales. A continuacio´n daremos los resultados ma´s importantes
de estas ecuaciones de perturbacio´n aplicadas a al evolucio´n en las perturbaciones de la densidad de
energ´ıa.
7.3. Perturbaciones en la Densidad
Siguiendo [11], vamos a considerar la evolucio´n de las perturbaciones de materia no relativista, con
presio´n nula (pm = 0). En el espacio de Fourier las ecuaciones (7.30) y (7.31) se escriben como
˙δρm + 3Hδρm = (ρm + pm)
(
A− 3Hα− k
′
a2
v
)
, (7.33)
v˙ = α, (7.34)
siendo k′ el nu´mero de onda, y en donde hemos usado ρ˙m + 3Hρm = 0. La densidad de contraste
definida en (7.16) queda escrita como
δm =
δρm
δpm
+ 3Hv, (7.35)
obedece la siguiente ecuacio´n siguiendo (7.33) y (7.34)
δ¨m + 2H ˙δm +
k′2
a2
(α− χ˙) = 3B¨ + 6HB˙, (7.36)
donde B ≡ Hv − ψ y se ha usado la relacio´n A = 3(Hα − ψ˙) + k′2/a2χ. Se consideraran ahora
las evoluciones en la perturbacio´n en el gauge Longitudinal para el cual χ = 0, α = Φ, ψ = −Ψ y
A = 3(HΦ + Ψ˙). En este caso las expresiones (7.25), (7.27), (7.29) y (7.36) se pueden escribir como
k2
a2
Ψ + 3H(HΦ + Ψ˙) = − 1
2F
[(
3H2 + 3H˙ − k
′2
a2
)
δF − 3H ˙δF + 3HF˙Φ + 3F˙ (HΦ + Ψ˙) + κδm
]
, (7.37)
Ψ− Φ = δF
F
, (7.38)
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¨δF + 3H ˙δF +
(
k′2
a2
+M2
)
δF =
κ
3
δρm + F˙ (A+ α˙) + F˙ (3HΦ + 3Ψ˙ + Φ˙) + (2F¨ + 3HF˙ )Φ, (7.39)
δ¨m + 2H ˙δm +
k2
a2
Φ = 3B¨ + 6HB˙, (7.40)
en donde hemos usado la definicio´n
M2 :=
1
3
(
F
F,R
−R
)
, (7.41)
tambie´n usamos B = Hv + Ψ y δR = δF/F,R. Es importante notar que las expresiones anteriores se
reducen al caso de perturbaciones en RG para el caso f(R) = R, F (R) = 1, δF = 0. Consideremos ahora
que el nu´mero de onda es mucho ma´s grande que el radio de Hubble (k′  aH). Para poder obtener
una aproximacio´n a la ecuacio´n de las perturbaciones en la materia, usamos las aproximacio´n cuasi-
esta´tica [102],[103] bajo la cual los te´rminos dominantes en las expresiones (7.37)-(7.40) son aquellos que
incluyen k′2/a2, δρm y M2. Por lo tanto despreciando los te´rminos que no son dominantes tendremos
para las expresiones (7.37) y (7.38)
Ψ ' 1
2F
(
δF − a
2
k′2
κδm
)
, Φ ' − 1
2F
(
δF +
a2
k′2
κδm
)
, (7.42)
y puesto que (k′2/a2 +M2)δF ' κδρm de la expresio´n (7.39) tenemos
k2
a2
Ψ ' −κδρm
2F
2 + 3M2a2/k′2
3(1 +M2a2/k′2)
,
k2
a2
Φ ' −κδρm
2F
4 + 3M2a2/k′2
3(1 +M2a2/k′2)
, (7.43)
definimos tambie´n el potencial gravitacional efectivo por
Φeff =
Φ + Ψ
2
. (7.44)
Esta cantidad caracteriza la desviacio´n de rayos de luz, que puede ser relacionado con el efecto Sachs-
Wolfe Integrado en el (CMB) [104] y con observaciones de weak lensing [105]. A partir de la expresio´n
(7.43) podemos escribir
Φeff ' − κ
2F
a2
k′2
δρm. (7.45)
Despreciando los te´rminos del lado derecho de la ecuacio´n (7.40), usando (7.43) y con δρm ' ρmδm,
obtenemos la expresio´n para las perturbaciones en la materia
δ¨m + 2H ˙δm − 4piGeffρmδm ' 0, (7.46)
siendo Geff el acoplamiento gravitacional efectivo definido por [102],[103]
Geff =
G
F
4 + 3M2a2/k′2
3(1 +M2a2/k′2)
, (7.47)
en donde hemos usado la definicio´n κ = 8piG. En los reg´ımenes M2  k′2/a2 y M2  k′2/a2 el
acoplamiento gravitacional efectivo tiene los valores asinto´ticos Geff ' G/F y Geff ' 4G/3F , respec-
tivamente. El primer valor corresponde al re´gimen de RG, para el cual la evolucio´n de δm es similar
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a la de RG, el otro caso corresponde al re´gimen escalar-tensorial, el cual no tiene una forma esta´ndar
para la evolucio´n de δm. Es posible escribir la expresio´n (7.46) de la siguiente manera [11]
d2δm
dN 2 +
(
1
2
− 3
2
weff
)
dδm
dN −
3
2
Ωm
4 + 3M2a2/k′2
3(1 +M2a2/k′2)
, (7.48)
donde de nuevo N = ln a, weff = −1− 2H˙/3H2, y Ωm = κρm/3FH2. La e´poca de dominio de materia
corresponde a weff = 0 y Ωm = 1; en el re´gimen M
2  k′2/a2 la evolucio´n de δm y Φeff es
δm ∝ t2/3, Φeff = const. , (7.49)
para tiempos grandes, las perturbaciones pueden entrar en el re´gimen M2  k′2/a2 dependiendo del
valor del nu´mero de onda k′ y de M2. Para M2  k′2/a2 la evolucio´n de δm y Φeff es [21]
δm ∝ t(
√
33−1)/6, Φeff ∝ t(
√
33−5)/6. (7.50)
Estas ecuaciones permiten estudiar las modificaciones al espectro de materia [69],[104],[68], y tambie´n
la formacio´n de estructuras en teor´ıas f(R) [106]. Estos estudios pueden probarse observacionalmente a
trave´s del espectro de potencias del CMB, siendo entonces una de las pruebas ma´s fundamentales para
las teor´ıas f(R).
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Capı´tulo8
Problema de Cauchy en Teor´ıas f (R)
U na propiedad que debe satisfacer una teor´ıa es el de poseer un problema de Cauchy bien definido.Este problema consiste en que un conjunto de ecuaciones posean un problema de valor inicial bien
definido. En particular, las ecuaciones de campo de Einstein, que son ecuaciones diferenciales parcia-
les no lineales, satisfacen el problema de Cauchy siempre y cuando se fije un sistema de coordenadas
espec´ıfico [1]. Desarrollos ma´s formales al problema de Cauchy en Relatividad General esta´n dados en
[30],[107], sin embargo realizaremos el ana´lisis basados en [1].
Nuestro objetivo es extender el problema de Cauchy a las teor´ıas f(R) y determinar bajo que con-
diciones estas teor´ıas poseen un problema de valor inicial bien definido.
8.1. El problema de Cauchy en Relatividad General
Realizaremos el ana´lisis del problema de Cauchy en RG siguiendo [1]. Consideremos entonces que
estamos dotados de gαβ y ∂0gαβ en todo punto del “plano” x
0 = t. Si nosotros podemos extraer de las
ecuaciones de campo el te´rmino ∂20gαβ en todo punto para x
0 = t, podr´ıamos entonces determinar gαβ y
∂0gαβ para un tiempo x
0 = t+δt, y continuando este proceso gαβ podr´ıa ser determinado para cualquier
x0 y para cualquier xi. Una primera impresio´n nos dir´ıa que esto parece factible, pues necesitamos 10
segundas derivadas de la me´trica y tenemos 10 ecuaciones de campo. Consideremos ahora sin embargo
el lado izquierdo de las ecuaciones de campo de Einstein
Gαβ ≡ Rαβ − 1
2
Rgαβ, (8.1)
las identidades de Bianchi (2.8) nos dicen que
∂0G
α0 = ∂iG
αi − ΓαγδGγδ − ΓγγδGαδ, (8.2)
el lado izquierdo no contiene derivadas ma´s grades que ∂20 , y tampoco las tiene el lado izquierdo, por
lo tanto Gα0 no contiene derivadas mayores a ∂0. Por lo tanto no podemos aprender nada sobre la
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evolucio´n temporal del campo gravitacional a partir de las 4 ecuaciones
Gα0 = κTα0. (8.3)
Sin embargo, estas ecuaciones se pueden imponer como restricciones para los valores iniciales, esto es
en gαβ y ∂0gαβ en x
0 = t. Esto implica que solo tendr´ıamos las otras 6 ecuaciones de campo como las
ecuaciones dina´micas
Gij = κT ij , (8.4)
sin embargo estas ecuaciones nos determinan las seis ∂20g
ij , pero nos dejan las otras cuatro ∂20g
α0
indeterminadas. Esta ambigu¨edad puede ser removida si se fijan cuatro condiciones que nos fijen el
sistema de coordenadas. Por ejemplo si escogemos la condicio´n de coordenadas armo´nicas definidas por
la relacio´n
∂k(
√−ggαk) = 0, (8.5)
la segunda derivada temporal de
√−ggα0 puede ser determinada derivando la expresio´n anterior con
respecto al tiempo
∂20(
√−ggα0) = −∂201
√−ggαi. (8.6)
y por lo tanto las 10 ecuaciones (8.4) y (8.6) nos determinan las segundas derivadas de gαβ, este mismo
resultado se muestra con ma´s detalle en [108]. Cuando el problema de valor inicial es resuelto por este
me´todo las restricciones (8.3) necesitan ser impuestas solo una vez. Por otro lado, las identidades de
Bianchi y la conservacio´n nos dicen que, aunque las ecuaciones de campo se satisfagan o no, debemos
tener
∇β(Gαβ − κTαβ) = 0, (8.7)
apliquemos este resultado entonces en x0 = t. Imponiendo las restricciones iniciales (8.3) y determinando
las segundas derivadas de a partir de (8.4), la cantidad en pare´ntesis se hace cero en cualquier punto
en x0 = t, por lo tanto
∂0(G
α0 − κTα0) = 0, en x0 = t, (8.8)
y los campos calculados en x0 = t + δt satisfacen tambie´n (8.3). Este me´todo entonces sirve para ob-
tener un problema de Cauchy en RG y es de gran utilidad a la hora de ca´lculos nume´ricos. Aunque
nosotros fijamos aqu´ı las condiciones por medio de las coordenadas armo´nicas, la RG tiene un problema
de Cauchy bien definido para otras aproximaciones, en particular la descomposicio´n 3 + 1 [109] y el
formalismo ADM (Arnowitt-Deser-Misner) [110].
Una forma ma´s exacta de considerar el problema de Cauchy se obtiene usando alguna de las des-
composiciones 3 + 1. En este caso un sistema de ecuaciones se dice que tiene un problema de Cauchy
bien definido si puede escribirse como un sistema de primer orden (en el espacio y el tiempo) de las
cantidades escalares. Podemos escribir entonces
∂t~u+M
i∇i~u = ~S(~u), (8.9)
en donde ~u denota colectivamente las variables fundamentales, M i se denomina la matriz caracter´ıstica
del sistema, y ~S(~u) denota las fuentes y contiene solo las variables fundamentales pero no sus derivadas.
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8.2. Problema de Cauchy en Teor´ıas Escalar-Tensorial
Consideraremos ahora el problema de Cauchy en el formalismo me´trico de teor´ıas f(R) siguiendo [111].
La aproximacio´n que se realizara consiste en estudiar el problema de Cauchy en teor´ıas f(R) usando
para esto la equivalencia de estas teor´ıas con las de campo escalar, Seccio´n 4.4. Consideramos entonces
una accio´n general de la forma
S =
∫
V
d4x
√−g
[
f(φ)R
2
− ω(φ)
2
∇γφ∇γφ− U(φ)
]
+ SM (gαβ, ψ), (8.10)
que contiene en adicio´n a la accio´n (4.57) una funcio´n de acoplamiento ω(φ). Usaremos en lo que sigue
unidades con κ = 1. Debemos recordar entonces que nuestro intere´s es considerar los casos con ω = 0
(formalismo me´trico) y tambie´n ω = −3/2 (formalismo de Palatini). Las ecuaciones de campo para esta
accio´n son
Gαβ =
1
f
[
f ′′(∇αφ∇βφ− gαβ∇γφ∇γφ) + f ′(∇α∇βφ− gαβφ)
]
+
1
f
[
ω
(
∇αφ∇βφ− 1
2
gαβ∇γφ∇γφ
)
− U(φ)gαβ + T (m)αβ
]
, (8.11)
ωφ+ f
′
2
R− U ′(φ) + ω
′
2
∇γφ∇γφ = 0, (8.12)
en donde la prima denota diferenciacio´n con respecto a φ. Podemos escribir estas ecuaciones en la forma
Gαβ = T
eff
αβ , (8.13)
con
T effαβ =
1
f(φ)
(
T
(f)
αβ + T
(φ)
αβ + T
(m)
αβ
)
, (8.14)
siendo
T
(f)
αβ ≡ ∇αφ∇βφ− gαβ∇γφ∇γφ, (8.15)
y
T
(φ)
αβ ≡ ω(φ)
(
∇αφ∇βφ− 1
2
gαβ∇γφ∇γφ
)
− U(φ)gαβ. (8.16)
8.2.1. Formalismo ADM
Por otro lado en el formalismo 3 + 1 ADM definimos las funciones lapso, shift, curvatura extr´ınseca y
gradientes de φ [112]. Se asume que existe una funcio´n del tiempo t y que el espacio tiempo (M, gαβ)
puede ser foliado por una familia de hipersuperficies Σt de t constante y vector normal unitario nα. La
me´trica triespacial esta dada por hαβ = gαβ + nαnβ, siendo hαβ el operador de proyeccio´n en Σt con
nαnα = −1, hαβnβ = 0. (8.17)
La me´trica puede escribirse como
ds2 = −(N2 +N iNi)dt2 − 2Nidtdxi + hijdxidxj , (8.18)
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con N > 0 y nα = −N∇αt y
Nα = −hαβ tβ, (8.19)
en donde tα es un vector de flujo que satisface tα∇αt = 1 y
tα = −Nα +Nnα. (8.20)
La curvatura extr´ınseca en Σt es
Kαβ = −h γα h δβ∇γnδ, (8.21)
y la triderivada covariante de hαβ en Σt esta dada por
D(3)η T
α1,···
β1,··· = h
α1
γ1 · · ·hδ1β1 · · ·hη∇(3) T
γ1,···
δ1,··· , (8.22)
para algu´n tritensor (3)Tα1,···β1,··· con Dγhαβ = 0. El gradiente espacial de una funcio´n escalar es
Qα ≡ Dαφ, (8.23)
mientras que su momentum se puede escribir como
Π = nγ∇γφ, (8.24)
con
Kij = − 1
N
(
∂thij +DiNj +DjNi
)
, (8.25)
Π =
1
N
(∂tφ+N
γQγ), (8.26)
y
∂tQi +N
η∂ηQi +Qη∂iN
η = Di(NΠ). (8.27)
Esta descomposicio´n 3 + 1 permite escribir un tensor de energ´ıa-momentum efectivo como sigue
T effαβ =
1
f
(
Sαβ + Jαnβ + Jβnα + Enαnβ
)
, (8.28)
donde
Sαβ = h
γ
αh
δ
βT
eff
γδ =
1
f
(
S
(f)
αβ + S
(φ)
αβ + S
(m)
αβ
)
, (8.29)
Jα = −h γαT effγδ nδ =
1
f
(
J (f)α + J
(φ)
α + J
(m)
α
)
, (8.30)
E = nαnβT effαβ =
1
f
(
E(f) + E(φ) + E(m)
)
, (8.31)
y T eff = S −E, T eff = T eff αα , S = Sαα. Cuando se realiza una proyeccio´n tangencial y ortogonal a Σt
de las ecuaciones de campo, se encuentran las siguientes restricciones
(3)R+K2 −KijKij = 2E, Restriccio´n hamiltoniana (8.32)
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la restriccio´n vectorial (o de momentum)
DlK
l
i −DiK = Ji, (8.33)
las ecuaciones dina´micas se pueden escribir como
∂tK
i
j +N
l∂lK
i
j +K
i
l∂jN
l −K lj∂lN i +DiDjN −(3) RijN −NKKij =
N
2
[
(S − E)δij − 2Sij
]
, (8.34)
con la traza
∂tK +N
l∂lK +
(3) ∆N −NKijKij = N
2
(S + E), (8.35)
donde (3)∆ ≡ DiDi. El formalismo ADM se ha usado en las teor´ıas f(R) para algunas formas espec´ıficas
de la funcio´n en [113].
Aplicando entonces estos resultados a las ecuaciones (8.11) podemos escribir entonces, para la res-
triccio´n hamiltoniana [111],[112]
(3)R+K2 −KijKij − 2
f
[
f ′(DcQc +KΠ) +
ω
2
Π2 +
Q2
2
(ω + 2f ′′)
]
=
2
f
(E(m) + U(φ)), (8.36)
para la restriccio´n de momentum
DlK
l
i −DiK +
1
f
[
f ′(K ai Qa +DiΠ) + (ω + f
′′)ΠQi
]
=
J
(m)
i
f
, (8.37)
las ecuaciones dina´micas nos quedan
∂tK
i
j +N
l∂lK
i
j +K
i
l∂lN
l −K lj ∂lN i +DiDjN −(3) RijN −NKKij
+
N
2f
[
f ′′(Q2 −Π2) + 2U(φ) + f ′φ]δij + Nf ′f (DiQj + ΠKij) + Nf (ω + f ′′)QiQj
=
N
2f
[
(S(m) − E(m))δij − 2S(m)ij
]
, (8.38)
con traza
∂tK +N
l∂lK +
(3) ∆N −NKijKij − Nf
′
f
(DaQa + ΠK) +
N
2f
[f ′′Q2 − (2ω + 3f ′′)Π2]
=
N
2f
(−2U(φ)− 3f ′φ+ S(m) + E(m)), (8.39)
donde
φ = 1
f
[
ω + 3(f
′)2
2f
](f ′T (m)
2
− 2f ′U(φ) + fU ′(φ)
)
+
1
f
[
ω + 3(f
′)2
2f
][(−ω′f
2
− (ω + 3f ′′)f
′
2
)
∇γφ∇γφ
]
. (8.40)
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En el vac´ıo, el conjunto de valores iniciales (hij ,Kij , φ,Qi,Π) en la hipersuperficie inicial Σ0 deben
cumplir las restricciones (8.36) y (8.37) y adema´s
Qi −Diφ = 0, (8.41)
DiQj = DjQi, (8.42)
En al presencia de materia, las variables E(m), J
(m)
α y S
(m)
αβ deben ser tambie´n especificadas en la
hipersuperficie. El conjunto de ecuaciones (8.37)-(8.39) contiene solo primeras derivadas (espaciales
y temporales) una vez que el d’Alambertiano φ ha sido escrito en te´rminos φ,∇γφ∇γφ, f y sus
derivadas. La reduccio´n entonces del sistema a un sistema de primer orden, indica que las teor´ıas
poseen un problema de Cauchy bien definido, tambie´n en presencia de materia.
8.3. Problema de Cauchy en el formalismo me´trico f(R)
Para ser consistente con la accio´n (4.57) debemos escribir ω(φ) = ωBD/φ f(φ) = φ, de modo que
(3)R+K2 −KijKij − 2
φ
[
DcQ
c +KΠ +
ωBD
2φ
(Π2 +Q2)
]
=
2
φ
(E(m) + U(φ)), (8.43)
para la restriccio´n de momentum
DlK
l
i −DiK +
1
φ
[
(K ai Qa +DiΠ) +
ωBD
φ
ΠQi
]
=
J
(m)
i
φ
, (8.44)
y las ecuaciones dina´micas nos quedan
∂tK
i
j +N
l∂lK
i
j +K
i
l∂lN
l −K lj ∂lN i +DiDjN −(3) RijN −NKKij
+
N
2φ
[
2U(φ) +φ
]
δij +
N
φ
(DiQj + ΠK
i
j) +
N
φ2
ωBDQ
iQj
=
N
2φ
[
(S(m) − E(m))δij − 2S(m)ij
]
, (8.45)
con traza
∂tK +N
l∂lK +
(3) ∆N −NKijKij − N
φ
(DaQa + ΠK)− N
φ2
ωBDΠ
2]
=
N
2φ
(−2U(φ)− 3φ+ S(m) + E(m)), (8.46)
donde (
ωBD +
3
2
)
φ = T
(m)
2
− 2U(φ) + φU ′(φ) + ωBD
φ
(Π2 −Q2), (8.47)
si consideramos ahora el caso con ωBD = 0 (formalismo me´trico), vemos que posee un problema de
Cauchy bien definido en general, y tambie´n en el vac´ıo. Sin embargo, para el caso del formalismo de
Palatini que equivale a ωBD = −3/2, el termino con φ se hace nulo y por lo tanto el campo φ no es
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dina´mico, y puede ser arbitrariamente asignado en una regio´n del espacio-tiempo. Como consecuencia
en el formalismo de Palatini, es imposible eliminar φ del sistema a menos que φ = 0. Esta condicio´n
incluye por ejemplo el caso φ = constante, que reduce la teor´ıa a la RG. Por lo tanto, con esta aproxi-
macio´n, las teor´ıas f(R) en el formalismo de Palatini no poseen un problema de Cauchy bien definido,
mientras que en el formalismo me´trico si [111].
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Capı´tulo9
Conclusiones y Perspectivas
C omo vimos a lo largo de este trabajo, las teor´ıas de gravedad modificada f(R) proveen una intere-sante alternativa para atacar el problema de la actual expansio´n acelerada del universo. Su intere´s
creciente en los u´ltimos 15 an˜os radica en parte por ser una de las generalizaciones ma´s simples de la
Relatividad General, consistiendo de una funcio´n arbitraria del escalar de Ricci, en el lagrangiano que
describe la gravitacio´n.
En el Cap´ıtulo 4 obtuvimos las ecuaciones de campo en el formalismo me´trico de las teor´ıas f(R)
destacando la importancia de los te´rminos de frontera en la accio´n modificada. Las ecuaciones de cam-
po obtenidas nos muestran claramente que son de cuarto orden la me´trica, y tambie´n como pueden
interpretarse los te´rminos adicionales, como la contribucio´n a un tensor de energ´ıa-momentum efectivo
compuesto de componentes netamente geome´tricas. Discutimos tambie´n las ecuaciones de campo en los
formalismos de Palatini y me´trico-af´ın, y la equivalencia de las teor´ıas f(R) con las de Brans-Dicke.
Los modelos cosmolo´gicos fueron estudiados en el Capitulo 5, partiendo para esto de las ecuaciones
de campo modificadas y de la validez del principio cosmolo´gico, lo que nos permitio´ usar como espacio-
tiempo el de Robertson-Walker. El estudio de las ecuaciones de Friedmann modificadas modeladas como
un sistema dina´mico auto´nomo, permite encontrar criterios para obtener modelos f(R) cosmolo´gica-
mente viables, y obteniendo adema´s criterios para las funciones que conecten una e´poca de dominio de
materia, con una de expansio´n acelerada.
El estudio de la Ecuacio´n de Desv´ıo Geode´sico EDG en las teor´ıas f(R) nos permitio´ tratar el pro-
blema de la medicio´n de distancias, realizado en el Cap´ıtulo 6. Obtuvimos a partir de la EDG la
generalizacio´n para la ecuacio´n de Pirani, y en el caso de observadores fundamentales las ecuaciones
de Friedmann modificadas escritas en la forma esta´ndar. El caso de la EDG para campos vectoriales
nulos permitio´ encontrar expresiones generales para el enfocamiento de Ricci, la relacio´n de Mattig,
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y la ecuacio´n general que determina la distancia diametral angular dA en teor´ıas f(R), lo que permi-
te determinar las distancias cosmolo´gicas (en particular la distancia de luminosidad dL y la distancia
como´vil χ(z)). Finalmente obtuvimos una expresio´n para la ecuacio´n de tipo Dyer-Roeder en teor´ıas
f(R), abriendo la posibilidad del estudio de distancias cosmolo´gicas en universos con inhomogeneidades.
Los Cap´ıtulos 7 y 8 estuvieron dedicados al estudio de la teor´ıas de perturbaciones lineales y el problema
de Cauchy en teor´ıas f(R). En el primero se mostraron las ecuaciones de perturbacio´n generales en teo-
r´ıas f(R), mostrando como ejemplo su aplicacio´n para la evolucio´n en las perturbaciones de densidad;
estas expresiones son de gran importancia para el estudio de formacio´n de estructuras a gran escala. El
problema de Cauchy fue analizado haciendo la equivalencia de las teor´ıas en los formalismos me´trico
y de Palatini con las teor´ıas de Brans-Dicke, mostrando as´ı que en el formalismo me´trico se tiene un
problema de Cauchy bien definido, mientras que en el formalismo de Palatini no.
Si bien las teor´ıas f(R) sufren algunos problemas en cuanto a su viabilidad en pruebas del sistema
solar [114], tiene pruebas a grandes escalas que las hacen ver como una posible explicacio´n a la actual
expansio´n acelerada. U´ltimamente se han hecho extensiones de trabajos en RG a teor´ıas f(R) (des-
de lentes gravitacionales [115], agujeros negros [116], estabilidad para formacio´n estelar [117], l´ımites
Newtonianos [118], etc.), lo que permite encontrar varias formas para la prueba observacional de las
teor´ıas.
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Ape´ndiceA
Evaluacio´n del te´rmino
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓ
γ
αγ)
Hemos calculado ya la variacio´n δΓσβα
δΓσβα =
1
2
δgσγ
[
∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα
]
+
1
2
gσγ
[
∂β(δgγα) + ∂α(δgγβ)− ∂γ(δgβα)
]
, (A.1)
escribiendo las derivadas parciales de las variaciones en la me´trica con la expresio´n para la derivada
covariante
∇γδgαβ = ∂γδgαβ − Γσγαδgσβ − Γσγβδgασ, (A.2)
y usando tambie´n que estamos en una variedad libre de torsio´n, i.e., que el s´ımbolo de Christoffel es
sime´trico Γαβγ = Γ
α
γβ, podemos escribir
δΓσβα =
1
2
δgσγ
[
∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα
]
+
1
2
gσγ
[∇β(δgγα) +∇α(δgγβ)−∇γ(δgβα) + Γλβαδgγλ + Γλαβδgλγ],
=
1
2
δgσγ
[
∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα
]
+ gσγΓλβαδgγλ +
1
2
gσγ
[∇β(δgγα) +∇α(δgγβ)−∇γ(δgβα)],
(A.3)
usando la ecuacio´n (2.15) en el segundo te´rmino
δΓσβα =
1
2
δgσγ
[
∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα
]− δgµνgσγgγµgλνΓλβα
+
1
2
gσγ
[∇β(δgγα) +∇α(δgγβ)−∇γ(δgβα)],
= δgσνgλνΓ
λ
βα − δgµνδσµgλνΓλβα +
1
2
gσγ
[∇β(δgγα) +∇α(δgγβ)−∇γ(δgβα)],
= δgσνgλνΓ
λ
βα − δgσνgλνΓλβα +
1
2
gσγ
[∇β(δgγα) +∇α(δgγβ)−∇γ(δgβα)]. (A.4)
Entonces tenemos
δΓσβα =
1
2
gσγ
[∇β(δgαγ) +∇α(δgβγ)−∇γ(δgβα)], (A.5)
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y similarmente
δΓγαγ =
1
2
gσγ
[∇α(δgσγ)]. (A.6)
Sin embargo, es conveniente expresar el resultado previo en funcio´n de las variaciones δgαβ, de nuevo
usando (2.15)
δΓσβα =
1
2
gσγ
[∇β(−gαµgγνδgµν) +∇α(−gβµgγνδgµν)−∇γ(−gβµgανδgµν)],
= −1
2
gσγ
[
gαµgγν∇β(δgµν) + gβµgγν∇α(δgµν)− gβµgαν∇γ(δgµν)
]
,
= −1
2
[
δσν gαµ∇β(δgµν) + δσν gβµ∇α(δgµν)− gβµgανgγσ∇γ(δgµν)
]
,
= −1
2
[
gαγ∇β(δgσγ) + gβγ∇α(δgσγ)− gβµgαν∇σ(δgµν)
]
, (A.7)
donde usamos ∇σ = gσγ∇γ . De forma ana´loga
δΓγαγ = −
1
2
gµν∇α(δgµν). (A.8)
Calculamos ahora el te´rmino gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ)
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ) =−
1
2
([
gαβgαγ∇β(δgσγ) + gαβgβγ∇α(δgσγ)− gαβgβµgαν∇σ(δgµν)
]
− [gασgµν∇α(δgµν)]),
=− 1
2
([
δβγ∇β(δgσγ) + δαγ∇α(δgσγ)− δαµgαν∇σ(δgµν)
]
− [gµνgασ∇α(δgµν)]),
=− 1
2
([∇γ(δgσγ) +∇γ(δgσγ)− gµν∇σ(δgµν)]− [gµν∇σ(δgµν)]),
=− 1
2
(
2∇γ(δgσγ)− 2gµν∇σ(δgµν)
)
, (A.9)
tenemos entonces,
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ) = gµν∇σ(δgµν)−∇γ(δgσγ). (A.10)
97
.
Ape´ndiceB
Integrales con Mτ y N
σ
Tomando la derivada covariante en Mτ
∇τMτ =∇τ
(
f ′(R)gαβ∇τ (δgαβ)
)−∇τ(δgαβgαβ∇τ (f ′(R))),
=∇τ (f ′(R))gαβ∇τ (δgαβ) + f ′(R)gαβ(δgαβ)−∇τ (δgαβ)gαβ∇τ (f ′(R)) (B.1)
− δgαβgαβ(f ′(R)),
=f ′(R)gαβ(δgαβ)− δgαβgαβ(f ′(R)). (B.2)
en donde hemos usado la compatibilidad me´trica ∇τgαβ = 0, integrando esta expresio´n∫
V
d4x
√−g∇τMτ =
∫
V
d4x
√−gf ′(R)gαβ(δgαβ)−
∫
V
d4x
√−gδgαβgαβ(f ′(R)), (B.3)
usando el teorema de Gauss-Stokes (2.26), la primera integral puede escribirse como un te´rmino de
frontera∮
∂V
d3y ε
√
|h|nτMτ =
∫
V
d4x
√−gf ′(R)gαβ(δgαβ)
)− ∫
V
d4x
√−gδgαβgαβ(f ′(R)), (B.4)
podemos escribir entonces∫
V
d4x
√−gf ′(R)gαβ(δgαβ) =
∫
V
d4x
√−gδgαβgαβ(f ′(R)) +
∮
∂V
d3y ε
√
|h|nτMτ . (B.5)
De forma similar, tomando la derivada covariante en Nσ
∇σNσ = ∇σ
(
f ′(R)∇γ(δgσγ)
)−∇σ(δgσγ∇γ(f ′(R))),
= ∇σ(f ′(R))∇γ(δgσγ) + f ′(R)∇σ∇γ(δgσγ)−∇σ(δgσγ)∇γ(f ′(R))− δgσγ∇σ∇γ(f ′(R)),
= f ′(R)∇σ∇β(δgσβ)− δgσβ∇σ∇β(f ′(R)), (B.6)
integrando∫
V
d4x
√−g∇σNσ =
∫
V
d4x
√−gf ′(R)∇σ∇β(δgσβ)−
∫
V
d4x
√−gδgσβ∇σ∇β(f ′(R)), (B.7)
usando de nuevo el teorema de Gauss-Stokes podemos escribir∫
V
d4x
√−gf ′(R)∇σ∇β(δgσβ) =
∫
V
d4x
√−gδgσβ∇σ∇β(f ′(R)) +
∮
∂V
d3y ε
√
|h|nσNσ. (B.8)
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Ape´ndiceC
Ecuaciones de Friedmann Modificadas
Primero escribimos los s´ımbolos de Christoffel no nulos para la me´trica (3.1)
Γ0ij = aa˙ g˜ij , (C.1)
donde definimos la parte espacial de la me´trica por
g˜ij = diag
(
1
1− kr2 , r
2, r2 sin2 θ
)
, (C.2)
Γi0j =
a˙
a
δij , (C.3)
Aunque hay ma´s s´ımbolos de Christoffel no nulos, una propiedad de los espacios maximalmente sime´-
tricos nos evitara´ ese ca´lculo. Usemos ahora la definicio´n para las componentes del tensor de Ricci
Rαβ = ∂σΓ
σ
βα − ∂βΓσσα + ΓσσµΓµβα − ΓσµβΓµσα, (C.4)
con lo cual
R00 = −3 a¨
a
, R0j = 0, Rij =
(
aa¨+ 2a˙2 + 2k
)
g˜ij , (C.5)
La curvatura total esta´ dada por
R = g00R00 +
1
a2
(3)R = −3 a¨
a
(−1) + 1
a2
(
3aa¨+ 6a˙2 + 6k
)
= 6
[
a¨
a
+
(
a˙
a
)2
+
k
a2
]
. (C.6)
Primero vamos a evaluar los te´rminos ∇α∇βf ′(R) y f ′(R)
(∇α∇β)f ′(R) = ∇α
(
∂βf
′(R)
)
,
= ∂α∂βf
′(R)− Γγαβ∂γf ′(R), (C.7)
y
f ′(R) = gρσ(∇ρ∇σ)f ′(R),
= gρσ
(
∂ρ∂σf
′(R)− Γγρσ∂γf ′(R)
)
,
= gρσ∂ρ∂σf
′(R)− gρσΓγρσ∂γf ′(R). (C.8)
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Entonces la componente temporal-temporal de las ecuaciones de campo (4.35) es
f ′(R)R00 − 1
2
f(R)g00 − [∇0∇0 − g00]f ′(R) = κT00, (C.9)
− 3 a¨
a
f ′(R) +
f(R)
2
− [∇0∇0 +]f ′(R) = κρ, (C.10)
el te´rmino ∇0∇0 es simplemente
(∇0∇0)f ′(R) = ∂20f ′(R), (C.11)
y para el te´rmino f ′(R) tendremos
f ′(R) = g00∂20f ′(R) + gij∂i∂jf ′(R)− g11Γ011∂0f ′(R)− g22Γ022∂0f ′(R)− g33Γ033∂0f ′(R),
= −∂20f ′(R) +
:0
g˜ij∂i∂jf
′(R)− 1− kr
2
a2
(aa˙)
1
1− kr2∂0f
′(R) (C.12)
− 1
a2r2
(aa˙)r2∂0f
′(R)− 1
r2 sin2 θ
(aa˙)r2 sin2 θ∂0f
′(R),
= −∂20f ′(R)− 3
a˙
a
∂0f
′(R), (C.13)
en donde usamos que el escalar R, NO depende de las coordenadas espaciales, de modo que cualquier
derivada con respecto a las coordenadas es nula. As´ı tendremos que
[∇0∇0 +]f ′(R) = −3 a˙
a
∂0f
′(R),
[∇0∇0 +]f ′(R) = −3 a˙
a
∂Rf
′(R)∂0R,
[∇0∇0 +]f ′(R) = −3 a˙
a
f ′′(R)R˙, (C.14)
con R˙ = ∂0R y f
′′(R) = ∂Rf ′(R), con esto la ecuacio´n de campo nos queda
− 3 a¨
a
+
f(R)
2f ′(R)
+ 3
a˙
a
f ′′(R)R˙
f ′(R)
=
κρ
f ′(R)
, (C.15)
sumando y restando el te´rmino
3
[(
a˙
a
)2
+
k
a2
]
, (C.16)
tendremos
− R
2
+ 3
(
a˙
a
)2
+ 3
k
a2
+
f(R)
2f ′(R)
+ 3
a˙
a
f ′′(R)R˙
f ′(R)
=
κρ
f ′(R)
, (C.17)
obtenemos finalmente que
H2 +
k
a2
=
1
3f ′(R)
[
κρ+
(Rf ′(R)− f(R))
2
− 3Hf ′′(R)R˙
]
, (C.18)
en donde usamos que H = a˙a y la expresio´n para el escalar de curvatura R. Para la componente espacial
ij tendremos la ecuacio´n de campo
f ′(R)Rij − 1
2
f(R)gij − [∇i∇j − gjj]f ′(R) = κTij , (C.19)
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(
aa¨+ 2a˙2 + 2k
)
g˜ijf
′(R)− 1
2
f(R)gij −
[∇i∇j − gij]f ′(R) = κgijT ii , (C.20)
de la expresio´n (C.7) el te´rmino ∇i∇j es
(∇i∇j)f ′(R) = −aa˙g˜ij∂tf ′(R), (C.21)
donde de nuevo usamos que las derivadas espaciales de f ′(R) son nulas. Para el te´rmino f ′(R) ten-
dremos nuevamente
f ′(R) = −∂20f ′(R)− 3
a˙
a
∂0f
′(R). (C.22)
As´ı tendremos que
[∇i∇j − gij]f ′(R) = −aa˙g˜ij∂0f ′(R) + gij∂20f ′(R) + 3gij
a˙
a
∂0f
′(R),
[∇i∇j − gij]f ′(R) = 2aa˙g˜ij∂0f ′(R) + a2g˜ij∂20f ′(R),
[∇i∇j − gij]f ′(R) = 2aa˙g˜ijf ′′(R)R˙+ a2g˜ij(f ′′′(R)(R˙)2 + f ′′(R)R¨), (C.23)
de modo que la ecuacio´n de campo nos queda(
aa¨+2a˙2+2k
)
g˜ijf
′(R)− 1
2
a2g˜ijf(R)−2aa˙g˜ijf ′(R)R˙−a2g˜ij
(
f ′′′(R)(R˙)2+f ′′(R)R¨
)
= κa2g˜ijT
i
i , (C.24)[
a¨
a
+ 2
(
a˙
a
)2
+
2k
a2
]
− f(R)
2f ′(R)
− 2 a˙
a
f ′′(R)R˙
f ′(R)
− f
′′′(R)(R˙)2
f ′(R)
− f
′′(R)R¨
f ′(R)
=
κp
f ′(R)
, (C.25)
sumando y restando el te´rmino
2
(
a¨
a
)
+
(
a˙
a
)2
+
k
a2
, (C.26)
tendremos finalmente
2H˙ + 3H2 +
k
a2
= − 1
f ′(R)
[
κp+ 2HR˙f ′′(R) +
(f(R)−Rf ′(R))
2
+ R¨f ′′(R) + (R˙)2f ′′′(R)
]
, (C.27)
donde usamos de nuevo la expresio´n para H.
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Ape´ndiceD
Contribucio´n de los operadores Dαβ en
la EDG
Vamos a considerar la contribucio´n(
δαγDδβ − δαδ Dγβ + gβδD αγ − gβγD αδ
)
f ′(R)V βV δηγ , (D.1)
usando para esto lo resultados para los operadores Dαβ usando como espacio-tiempo el de Robertson-
Walker
f ′(R) = −∂20f ′(R)− 3H∂0f ′(R),
= −f ′′(R)R¨− f ′′′(R)R˙2 − 3Hf ′′(R)R˙, (D.2)
D00 = −3H∂0f ′(R),
= −3Hf ′′(R)R˙, (D.3)
Dij = 2Hgij∂0f ′(R) + gij∂20f ′(R),
= 2Hgijf
′′(R)R˙+ gij(f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2). (D.4)
De estas expresiones es claro que los operadores mixtos D0i = Di0 son nulos, y adema´s lo son tambie´n
contribuciones de la forma D i0 y D 0i . Reescribamos la expresio´n (D.1) en la siguiente forma(
δαγDδβ + gβδD αγ
)
f ′(R)V βV δηγ − (δαδ Dγβ + gβγD αδ )f ′(R)V βV δηγ . (D.5)
Un me´todo simple es fijar α para las componentes temporales y espaciales, y determinar la contribucio´n
de cada operador. Consideremos entonces cada uno de los dos casos.
• Contribucio´n a α = 0
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Con α = 0 la expresio´n (D.5) se reduce a(
δ0γDδβ + gβδD 0γ
)
f ′(R)V βV δηγ − (δ0δDγβ + gβγD 0δ )f ′(R)V βV δηγ , (D.6)
puesto que las deltas de Kronecker δ0γ y los operadores mixtos D
0
γ se hacen cero en ambos pare´ntesis
para γ = δ = i, con i representando las componentes espaciales, la relacio´n anterior se reduce a(Dδβ + gβδD 00 )f ′(R)V βV δη0 − (Dγβ + gβγD 00 )f ′(R)V βV 0ηγ , (D.7)
expandiendo expl´ıcitamente las sumas, de nuevo recordando que solo los operadores D00 y Dij son
diferentes de cero tendremos
(Dδβ + gβδD 00 )f ′(R)V βV δη0 − (Dγβ + gβγD 00 )f ′(R)V βV 0ηγ =(D00 + g00D 00 )f ′(R)V 0V 0η0 − (D00 + g00D 00 )f ′(R)V 0V 0η0 + (Dij + gijD 00 )f ′(R)V iV jη0
− (Dij + gijD 00 )f ′(R)V iV 0ηj , (D.8)
(Dδβ + gβδD 00 )f ′(R)V βV δη0 − (Dγβ + gβγD 00 )f ′(R)V βV 0ηγ =(Dij + gijD 00 )f ′(R)V iV jη0 − (Dij + gijD 00 )f ′(R)V iV 0ηj , (D.9)
escribiendo la forma expl´ıcita de los operadores (D.3) y (D.4), con D 00 = g00D00 = −D00 tendremos(Dδβ + gβδD 00 )f ′(R)V βV δη0 − (Dγβ + gβγD 00 )f ′(R)V βV 0ηγ =(
2Hgijf
′′(R)R˙+ gij(f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2) + +3gijHf ′′(R)R˙
)
f ′(R)V iV jη0
− (2Hgijf ′′(R)R˙+ gij(f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2) + 3gijHf ′′(R)R˙)f ′(R)V iV 0ηj , (D.10)
(Dδβ + gβδD 00 )f ′(R)V βV δη0 − (Dγβ + gβγD 00 )f ′(R)V βV 0ηγ =
gij
(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)+
)
f ′(R)V iV jη0
− gij
(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)
)
f ′(R)V iV 0ηj . (D.11)
Ahora, escribimos ηαV
α = 0
ηαV
α = g00η
0V 0 + gijη
iV j = 0, =⇒ g00η0V 0 = −gijηiV j , (D.12)
de modo que
(Dδβ + gβδD 00 )f ′(R)V βV δη0 − (Dγβ + gβγD 00 )f ′(R)V βV 0ηγ =
gij
(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)+
)
f ′(R)V iV jη0
+ g00
(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)
)
f ′(R)V 0V 0η0, (D.13)
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(Dδβ + gβδD 00 )f ′(R)V βV δη0 − (Dγβ + gβγD 00 )f ′(R)V βV 0ηγ =(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)+
)
f ′(R)
[
gijV
iV j + g00V
0V 0η0
]
η0. (D.14)
Nuevamente la expresio´n VαV
α =  puede expandirse como
VαV
α = g00V
0V 0 + gijV
iV j = , (D.15)
de modo que el te´rmino entre pare´ntesis es simplemente , y as´ı la contribucio´n para α = 0 es finalmente(
δ0γDδβ + gβδD 0γ
)
f ′(R)V βV δηγ − (δ0δDγβ + gβγD 0δ )f ′(R)V βV δηγ
= 
(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)+
)
f ′(R)η0. (D.16)
• Contribucio´n a α = i
Con α = i la expresio´n (D.5) se reduce a(
δiγDδβ + gβδD iγ
)
f ′(R)V βV δηγ − (δiδDγβ + gβγD iδ )f ′(R)V βV δηγ , (D.17)
de nuevo, las deltas de Kronecker δiγ y los operadores mixtos D
i
γ se hacen cero en ambos pare´ntesis
para γ = δ = 0, de modo que(Dδβ + gβδD ii )f ′(R)V βV δηi − (Dγβ + gβγD ii )f ′(R)V βV iηγ , (D.18)
aqu´ı D ii es el operador para una sola componente, no debe confundirse con una suma. Expandiendo
expl´ıcitamente las sumas tendremos(Dδβ + gβδD ii )f ′(R)V βV δηi − (Dγβ + gβγD ii )f ′(R)V βV iηγ =(D00 + g00D ii )f ′(R)V 0V 0ηi − (D00 + g00D ii )f ′(R)V 0V iη0 + (Djk + gjkD ii )f ′(R)V jV kηi
− (Djk + gjkD ii )f ′(R)V jV iηk, (D.19)
(Dδβ + gβδD ii )f ′(R)V βV δηi − (Dγβ + gβγD ii )f ′(R)V βV iηγ =(D00 + g00D ii )f ′(R)V 0V 0ηi − (D00 + g00D ii )f ′(R)V 0V iη0, (D.20)
escribiendo la forma de los operadores (D.3) y (D.4), con D ii = gijDij tendremos(Dδβ + gβδD ii )f ′(R)V βV δηi − (Dγβ + gβγD ii )f ′(R)V βV iηγ =(−3Hf ′′(R)R˙− gij[2Hgijf ′′(R)R˙+ gij(f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)])f ′(R)V 0V 0ηi
− (3Hf ′′(R)R˙− gij[2Hgijf ′′(R)R˙+ gij(f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)])f ′(R)V 0V iη0, (D.21)
(Dδβ + gβδD ii )f ′(R)V βV δηi − (Dγβ + gβγD ii )f ′(R)V βV iηγ =
− (5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)])f ′(R)V 0V 0ηi
+
(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)
])
f ′(R)V 0V iη0, (D.22)
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(Dδβ + gβδD ii )f ′(R)V βV δηi − (Dγβ + gβγD ii )f ′(R)V βV iηγ =
g00
(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)
])
f ′(R)V 0V 0ηi
− g00
(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)
])
f ′(R)V 0V iη0, (D.23)
en donde consideramos que el producto gijgij = 1, pues es para una sola componente y usamos que
g00 = −1. Usando de nuevo que g00η0V 0 = −gijηiV j tendremos(Dδβ + gβδD ii )f ′(R)V βV δηi − (Dγβ + gβγD ii )f ′(R)V βV iηγ =
g00
(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)
])
f ′(R)V 0V 0ηi
+ gij
(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)
])
f ′(R)V jV iηi, (D.24)
(Dδβ + gβδD ii )f ′(R)V βV δηi − (Dγβ + gβγD ii )f ′(R)V βV iηγ =(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)
])
f ′(R)
[
g00V
0V 0 + gijV
jV i
]
ηi. (D.25)
Con la expansio´n para VαV
α =  obtenemos finalmente que la contribucio´n para una componente ηi es
(Dδβ + gβδD ii )f ′(R)V βV δηi − (Dγβ + gβγD ii )f ′(R)V βV iηγ =

(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)
])
f ′(R)ηi, (D.26)
As´ı tenemos entonces que la contribucio´n es la misma considerando los casos por separado para α = 0
y α = i, y que adema´s, como era de esperarse, no existen te´rminos cruzados (con cambio en la direccio´n
del vector ηα). Por lo tanto la contribucio´n total de los operadores es
(
δαγDδβ − δαδ Dγβ + gβδD αγ − gβγD αδ
)
f ′(R)V βV δηγ
= 
(
5Hf ′′(R)R˙+ (f ′′(R)R¨+ f ′′′(R)R˙2)
])
f ′(R)ηα. (D.27)
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